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ВВЕДЕНИЕ 

Актуальность темы исследования. 

Прогресс во многих областях науки и техники напрямую связан со скоро-

стью передачи и обработки информации. Дальнейшее увеличение скорости путем 

совершенствования топологии и уменьшения размеров элементов электронных 

интегральных схем (ИС) и коммутационных металлизированных линий достигает 

физического и технологического предела [1,2]. Увеличение же производительно-

сти путем применения многоядерных технологий ограничивается, опять же, эф-

фективностью линий межъядерной коммутации. Эти обстоятельства обусловили 

создание концепций коммутационных элементов на других физических принци-

пах, в частности, на принципах интегральной фотоники [3,4]. Фундаментальные 

преимущества оптических информационных линий, в том числе в виде полоско-

вых волноводов, интегрируемых в структуры микроэлектроники на уровне «си-

стемы-на-кристалле» состоят в (а) отсутствии паразитных емкостных и индуктив-

ных эффектов; (б) полном решении проблемы согласования импеданса в элек-

тронных цепях, (в) резком уменьшении рассеиваемой мощности, (г) использова-

нии спектрального мультиплексирования, (д) повышении частотного порога дис-

персионного расплывания электромагнитного (ЭМ) сигнала, (е) манипуляции 

временными характеристиками оптического сигнала; (ж) помехозащищенности 

оптических каналов. В итоге, динамический частотный диапазон ИС может быть 

расширен на 3-4 порядка вплоть до 1015 Гц при широкой полосе модуляции опти-

ческого сигнала, а энергозатраты на передачу одного бита информации могут со-

ставить 1 пДж, что на порядок меньше, чем у полностью электронной ИС. 

В настоящее время классические полосковые волноводы, пересечения вол-

новодов и другие элементы коммутации на их основе уже нашли применения в 

первых фотонных ИС (ФИС) (Intel, GlobalFoundries, IBM) [5,6]. Однако, пере-

крестные помехи близкорасположенных стандартных полосковых волноводов 

ограничивают степень интеграции ФИС [7]. Для устранения перекрестных помех 
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был предложен переход от классических объемных волноводных мод к структу-

рам, поддерживающим более локализованные в поперечном направлении поверх-

ностные ЭМ волны типа поверхностных плазмон-поляритонов (ППП) [8,9]. Ока-

залось, что ППП на телекоммуникационной длине волны 1,55 мкм распространя-

ются вдоль металлодиэлектрического волновода до 3 мм в теории [10] и до 500 

мкм в эксперименте [11,12]. Затухание происходит вследствие существенных 

омических потерь волны в металлической части волновода. 

Альтернативным подходом являются дискретные волноводы, состоящие из 

нанорезонаторов, взаимодействующих волновым образом [13,14]. Цепочки нано-

резонаторов известны в научной периодике как Coupled Resonator Optical 

Waveguide (далее – CROW) [15]. Они имеют ряд преимуществ по сравнению с ре-

гулярными волноводами. Во-первых, возможна реализация изгибов CROW под 

большими углами с малыми потерями и практически без отражений. Во-вторых, 

возможна реализация компактных оптических линий задержки на основе эффекта 

т.н. «медленного света» в CROW. В-третьих, возможно усиление нелинейных эф-

фектов вследствие низкой групповой скорости и существенных амплитуд ЭМ по-

ля в локализованных модах. В-четвертых, если при изготовлении нанопроволок 

достаточной длины имеются существенные технологические сложности, то к 

настоящему времени разработаны эффективные и достаточно дешевые приемы 

изготовления цепочек наночастиц различной геометрии и длины - от димеров до 

протяженных областей [16-18]. 

Цель работы: исследование распространения электромагнитного возбуж-

дения вдоль конечной линейной цепочки немагнитных изотропных диэлектриче-

ских или металлических сферических малых в масштабе длины волны частиц при 

возбуждении крайней частицы цепочки или крайних частиц на противоположных 

концах цепочки внешним коллимированным электромагнитным излучением, по-

ляризованным перпендикулярно оси цепочки.  
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Задачи исследования: 

Решение задачи о распространении электромагнитного возбуждения вдоль ко-

нечной периодической линейной цепочки немагнитных изотропных диэлектриче-

ских или металлических частиц, взаимодействующих волновым образом, следует 

провести на основе уравнения для наведенных в частицах самосогласованных то-

ков. Это уравнение выведено ранее методом квантово-механического квази-

сепарабельного T- оператора рассеяния в теории многократного рассеяния ЭМ 

волн в плотных ансамблях частиц произвольного размера и формы. Для получе-

ния аналитических результатов следует ограничиться учетом электрического ди-

польного взаимодействия малых в масштабе длины волны сферических частиц 

конечной цепочки. В работе поставлены следующие задачи:  

 в приближении волнового взаимодействия ближайших соседей рассчитать са-

мосогласованные токи, возбуждаемые в частицах цепочки с учетом частотной 

дисперсии диэлектрической проницаемости ряда материалов частиц; 

 исследовать точное резонансное условие формирования моды дальнего рас-

пространения с точки зрения возбуждения собственных мод димера;  

 рассчитать и сопоставить условия формирования моды дальнего распростра-

нения вдоль цепочки металлических и диэлектрических частиц на примере ча-

стиц золота и кремния;  

 провести расчеты радиационных потерь в линейной цепочке частиц посред-

ством расчета коллективного сечения экстинкции цепочки в приближении 

ближайших соседей; 

 провести расчеты токов, наведенных в частицах короткой цепочки, при воз-

буждении крайних частиц на противоположных концах цепочки; 

 рассчитать в первом порядке теории возмущений вклад волнового взаимодей-

ствия дальних соседей в амплитуду токов, наведенных в частицах линейной 

цепочки.  

  



7 

Научная новизна. 

1.  На основе аналитического исследования резонансного поведения комплекс-

ного параметра волнового взаимодействия соседних частиц впервые показано, 

что мода дальнего распространения, возбуждаемая перпендикулярно поляри-

зованным светом в линейной конечной цепочке сферических металлических 

частиц с дипольным взаимодействием ближайших соседей, отсутствует в це-

почке диэлектрических /полупроводниковых частиц.  

2. Впервые дано физическое объяснение связи условия появления моды дальнего 

распространения электромагнитного возбуждения в цепочке частиц с диполь-

ным взаимодействием ближайших соседей с условием возбуждения собствен-

ных мод димера. 

3. Впервые в первом порядке теории возмущений показан относительный вклад 

электрического дипольного волнового взаимодействия дальних соседей в ам-

плитуду моды дальнего распространения в линейной цепочке частиц. 

4. Впервые предложен принцип функционирования цепочки частиц в режиме 

оптического компаратора. В частности, установлен характер зависимости то-

ков, наведенных в короткой цепочке кремниевых частиц, от отношения ам-

плитуд электрического поля в двух пучках электромагнитного излучения, воз-

буждающих крайние частицы цепочки. 

Научная и практическая значимость. 

Научная значимость работы заключается в качественном и количествен-

ном объяснении условий появления неизлучающей моды дальнего распростране-

ния электромагнитного возбуждения в цепочках частиц. Кроме того, рассчитан и 

показан вклад волнового взаимодействия дальних соседей в амплитуду неизлу-

чающей моды в линейной цепочке частиц. Практическая ценность результатов 

диссертации заключается в том, что математическая модель и её программная 

реализация позволяют рассчитать амплитуды токов, наведенных в частицах це-

почки и, тем самым, найти частоту моды дальнего распространения ЭМ возбуж-

дения, или указать на отсутствие такой моды, а также количественно исследовать 
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возможность реализации режима оптического компаратора в цепочках частиц. 

Данные результаты могут быть полезны экспериментальным научным группам 

для создания волноводов и систем оптических межсоединений на основе линей-

ных цепочек наночастиц. 
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На защиту выносятся следующие положения: 

1. Электромагнитная мода дальнего распространения, возбуждаемая перпен-

дикулярно поляризованным светом в линейной конечной цепочке малых 

сферических изотропных немагнитных металлических частиц, с электриче-

ским дипольным взаимодействием ближайших соседей, отсутствует в це-

почке диэлектрических /полупроводниковых частиц. 

2. Точное резонансное условие формирования моды дальнего распростране-

ния в цепочке малых сферических частиц с дипольным взаимодействием 

ближайших соседей совпадает с условием возбуждения собственных мод 

пары частиц (димера). 

3. При электромагнитном возбуждении двух крайних частиц короткой цепоч-

ки число частиц может быть подобрано так, что величины возбуждаемых в 

частицах токов будут линейным образом зависеть от соотношения ампли-

туд возбуждающих пучков. 

4. Вклад взаимодействия дальних соседей в величины наведенных токов в ча-

стицах линейной цепочки практически не зависит от номера частицы в це-

почке за исключением осциллирующего характера вклада на краях цепочки, 

где взаимодействие дальних частиц обуславливает уменьшение амплитуды 

токов по сравнению с учетом взаимодействия только ближайших соседей. 

 

Степень достоверности и апробация результатов. 

Основные положения и выводы диссертации доложены на 5 международ-

ных и 4 всероссийских научных конференциях: 

1. Российская конференция и школа молодых ученых по актуальным проблемам 

полупроводниковой фотоэлектроники "ФОТОНИКА 2017", доклад: «Модели-

рование элементов интегрированных структур радиофотоники», 11-15 сентяб-

ря 2017 г., Новосибирск, Россия; 

2. Международный форум "Микроэлектроника-2017". 3-я Международная науч-

ная конференция "Электронная компонентная база и электронные модули", 
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доклад: «Интегрированные в структуры микроэлектроники волноводы на дис-

кретных наноразмерных элементах», 2-7 октября 2017, Алушта, Россия; 

3. 60-ая Всероссийская научная конференция МФТИ, доклад: «Применение вол-

новодных пересечений с использованием дискретных элементов в интеграль-

ной фотонике», 20-26 ноября 2017, Долгопрудный, Россия; 

4. Международная конференция "Micro- and Nanoelectronics – 2018" (ICMNE-

2018), доклад: «Theory and numerical modeling of nanoresonators, discrete wave-

guides, and modulators of planar radio-photonic assemblies», 1-5 октября 2018, 

Звенигород, Россия 

5. Международная конференция Nanophotonics and Micro/Nano Optics 2019 

"NANOP 2019", доклад: «Linear chain of nanoparticles for two optical signals pro-

cessing», 4-6 сентября 2019, Мюнхен, Германия; 

6. Международный форум "Микроэлектроника-2019". 5-я Международная науч-

ная конференция "Электронная компонентная база и электронные модули", 

доклад: «Субволновой интерферометр Фабри – Перо на основе линейной це-

почки наночастиц», 30 сентября – 5 октября 2019, Алушта, Россия; 

7. XXI Всероссийская молодежная конференция по физике полупроводников и 

наноструктур, полупроводниковой опто- и наноэлектронике, доклад: «Опти-

ческий компаратор на основе цепочки наночастиц», 25–29 ноября 2019, Санкт-

Петербург, Россия 

8. Международный форум "Микроэлетроника-2020". 6-я Международная науч-

ная конференция "Электронная компонентная база и электронные модули", 

доклад: «Физические принципы построения оптической нанометки на основе 

треугольного кластера наночастиц», 28 сентября – 3 октября 2020, Алушта, 

Россия; 

9. Российская конференция и школа молодых ученых по актуальным проблемам 

полупроводниковой фотоэлектроники (с участием иностранных ученых) 

«ФОТОНИКА 2023», доклад: «Резонансное поведение коллективного сечения 



11 

экстинкции треугольного кластера малых частиц с электрическим дипольным 

рассеянием», Новосибирск, 4-8 сентября 2023 г. 

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 13 научных работах, 

в том числе в 9 тезисах докладов конференций и 4 статьях. Из них, в список ВАК 

входят 2 публикации, индексируются системами Web of Science (Core Collection) 

и Scopus – 2 публикации. 

 

Личный вклад соискателя. Разработка физико-математической модели, 

весь объем численного моделирования и обработка полученных результатов вы-

полнялись автором лично. В том числе, автором выполнено аналитическое иссле-

дование режимов распространения электромагнитного возбуждения, разработка и 

реализация численных алгоритмов; автором предложен принцип функционирова-

ния цепочки частиц в режиме оптического компаратора, проведены численные 

расчеты зависимости амплитуд токов в таком компараторе. Автор выражает бла-

годарность научному руководителю в части постановки исследовательских задач, 

ценных замечаний и исправлений. 

 

Структура и объём диссертации. Диссертация состоит из введения, 3 глав, 

заключения и списка литературы. Диссертация изложена на 129 страницах, со-

держит 53 рисунка, 2 таблицы и 4 приложения. Список литературы содержит 140 

наименований. 
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ГЛАВА 1.  ВОЛНОВОДЫ СОВРЕМЕННЫХ ФОТОННЫХ 

ИНТЕГРАЛЬНЫХ СТРУКТУР (ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ) 

1.1 Закон Мура, его аналоги и интегральная фотоника 

Магистральным направлением развития оптики сегодня является миниатю-

ризация и интеграция оптических устройств в микросистемную технику. Можно 

сказать, что фотоника вступает в эпоху конкуренции с кремниевой микроэлектро-

никой. Действительно, одним из основных направлений развития микроэлектро-

ники сегодня является увеличение скорости передачи и обработки информации. 

При этом увеличение скорости путем совершенствования электронных инте-

гральных схем (ИС) достигает физического и технологического предела [1]. Пе-

редовые топологические нормы на данный момент составляют десятки наномет-

ров. Дальнейшее уменьшение размера транзистора приближает его к размеру не-

скольких атомов, что обуславливает существенный вклад квантовых эффектов в 

параметры транзисторов. Фактически, эпоха улучшения параметров современных 

вычислительных систем за счёт действия Закона Мура подходит к концу [2].  

Неоднократно предпринимались попытки модифицировать закон Мура (см. 

формулу (1.1.1), для сохранения темпов роста производительности вычислитель-

ных систем. Так, в [19] был предложен закон Куми, выбирающий в качестве ос-

новного параметра энергоэффективность вычислений, исчисляемую в единицах 

бит в секунду на Джоуль (1.1.2). Словесно закон был сформулирован следующим 

образом: «Объем вычислений на киловатт энергии при статической нагрузке 

удваивается каждые полтора года». Однако, уже к 2015 году данный закон пере-

стал выполняться. Аналогичные проблемы испытал так называемый «принцип 

Макимото» (Makimoto’s Wave) [20], учитывающий стоимость интегральных чи-

пов (см. рис. 1 и формулу 1.1.3).  

 

Закон Мура = количество транзисторов (1.1.1)  
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Закон Куми =
Вычилительная мощность

энергия
 [

бит×с

Джоуль
] (1.1.2)  

Принцип Макимото =
Число операций в архитектурном решении

размер ×цена ×энергопотребление
 [

𝑀𝐼𝑃𝑆

мм3×$×Ватт
] (1.1.3)  

 

𝐶𝐿𝐸𝐴𝑅 =
Число операций в архитектурном решении

время задержки×энергопотребление×объем×затраты на внедрение
 [

𝑀𝐼𝑃𝑆

с×мм3×$×Ватт
] (1.1.4)   

 

Предложенный в 2020 году [21] закон CLEAR – «Computational Latency and 

Energy-Aware Reconfigurable Computing» на данный момент предлагает наиболее 

удачную аппроксимацию развития вычислительных систем, начиная с 1940-ых 

годов. При этом, авторы новой метрики рассматривают интегральную фотонику 

как основную возможность дальнейшего интенсивного развития вычислительных 

систем (см. рис. 1.1). 

 

Рисунок 1.1 – Законы, описывающие эволюцию вычислительных систем. Под со-

ответствующими пунктами подкрашены точки на временной шкале, описываю-

щие: а) число транзисторов (Закон Мура), б) – Закон Куми, в) – Правило Макимо-

то, г) – закон CLEAR для электроники и интегральной фотоники. 
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1.2 Причина стагнации тактовой частоты процессоров 

Как известно, в неспециализированных процессорах за один такт выполня-

ется, в среднем, одна команда. Следовательно, при рассмотрении одноядерной 

архитектуры, единственным физическим способом повышения производительно-

сти остается повышение тактовой частоты. В то же время, согласно регулярно об-

новляемым аналитическим данным [22], тактовая частота процессоров растет 

крайне незначительно в течение последних 10 лет. 

Рисунок 1.2 – Эволюция микропроцессоров в последние 50 лет [22] 

Причины стагнации тактовой частоты состоят в следующем: c ростом ча-

стоты растёт и генерация тепла, которая приводит к проблеме охлаждения про-

цессора; кроме того, увеличивается энергопотребление процессора, что может 

снизить продолжительность работы на батарейном питании в мобильных устрой-

ствах. Мощность, которую выделяет процессор, может быть описана как: 

𝑃 = 𝑉2 × 𝐹 × 𝐶динам (1.2.1) 

где V – напряжение, F – тактовая частота, Сдинам – динамическая емкость. Для пе-

реключения транзистора требуется накопить достаточный заряд в области затво-
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ра, т.е., время переключения транзистора пропорционально времени накопления 

заряда на затворе, а это время, в свою очередь, пропорционально напряжению за-

твор-исток (gate-source). В результате: 

𝐹~𝑉 (1.2.2) 

𝑃~𝑉3 × 𝐶динам (1.2.3) 

Согласно формуле (1.2.3), рост тактовой частоты на один порядок приводит к 

увеличению тепловыделения в системе на три порядка. Из-за этого фундамен-

тального фактора, международная дорожная карта для устройств и систем 

(international Roadmap for Devices and Systems, далее – IRDS) прогнозирует [23] 

повышение тактовой частоты с 3,1 ГГц в 2021 году всего лишь до 3,7 ГГц к 2034 

году. Повышение производительности планируется за счет увеличения числа 

ядер, улучшения архитектуры процессора и многопоточности. 

1.3 Электрические линии межъядерной коммутации 

Согласно отчету IRDS за 2021 год [23], прогресс в области электрических 

межсоединений сталкивается с серьезными вызовами: 

 – сопротивление межсоединений начинает расти экспоненциально, по при-

чине неидеального изготовления барьеров для медных линий, что, в свою оче-

редь, ведет к резкому росту рассеяния электронов на поверхностях и границах зе-

рен в тонких пленках и проволоках меди [24];  

– подход, предполагающий использование low-k диэлектриков [25] исчер-

пывает себя: пределы временнóго разрушения диэлектрика (time-dependent dielec-

tric breakdown, сокращенно TDDB) задают минимальное расстояние между смеж-

ными линиями и не оставляют пространства для дальнейшего снижения диэлек-

трической проницаемости. 

В целом, скорость передачи данных по электрическим коммутационным 

линиям лимитируется следующими ограничениями: скин-эффект, эффект диспер-

сионного размытия высокочастотных импульсов, перекрестные помехи, потери 
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при дальнем распространении сигнала, производственные ограничения [26]. При 

этом RC задержка в межсоединениях доминирует над ограничениями тактовой 

частоты транзисторов при снижении технологических норм. Согласно [27], при 

нормах 250 нм задержки сравниваются, а далее разрыв между задержкой в т.н. 

«глобальных» межсоединениях линий коммутации между различными блоками 

«Системы-на-кристалле» значительно возрастает (см. рис. 1.3.1). 

 

Рисунок 1.3.1 – Динамика относительного вклада различных типов задержек в 

процессорах при уменьшении топологической нормы [27] 

Значительный рост задержек при уменьшении топологической нормы имеет 

достаточно простое обоснование. Опираясь на принципы RC-анализа, покажем 

влияние масштабирования на рост задержки на примере простой структуры, со-

стоящей из двух близко стоящих коммутационных линий (рис. 1.3.2). 
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Рисунок 1.3.2 – Паразитные емкости в двух близко стоящих коммутационных ли-

ниях. 

Сопротивление линий задается формулой:  

𝑅 = 𝜌
𝐿

ℎ × 𝑤
                                                          (1.3.1) 

где 𝜌 – удельное сопротивление участка провода, L, h и w – длина, высота и 

ширина провода, соответственно. Емкость между линией коммутации и подлож-

кой определяется как: 

𝐶окс = 𝜀0 × 𝑘окс

𝑤 × 𝐿

𝐻окс
                                                 (1.3.2) 

где 𝜀0 – диэлектрическая постоянная, 𝐻окс– толщина слоя окисла, а 𝑘окс – 

диэлектрическая проницаемость оксида. Емкость между соседними коммутаци-

онными линиями: 

𝐶𝑥 = 𝜀0 × 𝑘окс

ℎ × 𝐿

𝐿𝑥
                                                   (1.3.3) 

Общую емкость системы из двух линий можно оценить как [28]:  

𝐶общ = 2 × (𝐶𝑥 + 𝐶окс)                                                (1.3.4) 

 

Временная задержка в такой конфигурации приближенно рассчитана в мо-

дели линии электропередач по формуле (1.3.5): 
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𝑡 ≈ 𝑅𝐶 = 2 × 𝑘окс × 𝜀0𝜌
𝐿2

ℎ𝑤
(

𝑤

𝐻окс
+

ℎ

𝐿𝑥
)                             (1.3.5) 

Введем размерный фактор Σ, характеризирующий минимальный размер 

элемента на кристалле, т.е. топологическую норму чипа. При этом размеры 𝐿𝑥 и 𝑤 

преимущественно определяются разрешением литографии и могут быть оценены 

как эквивалентные Σ. Аналогично, предполагая что аспектное соотношение ℎ/𝑤 

остается постоянным, получим ℎ~ Σ, 𝐻окс~ Σ. В результате, переходя от размер-

ных параметров рис.3 к размерному фактору Σ, имеем:  

𝑡 ≈ 𝑅𝐶 = 2 × 𝑘окс × 𝜀0𝜌
𝐿2

Σ2
                                         (1.3.6) 

Параметр Σ уменьшается с уменьшением технологической нормы. При этом 

погонная длина 𝐿 для локальных коммутационных линий также уменьшается с 

уменьшением Σ. Согласно последней формуле, временная задержка остается 

неизменной для локальных коммутационных линий, что качественно согласуется 

с данными с графика [27] (рис. 1.3.1). Однако, длина глобальных коммутацион-

ных линий уменьшается не столь существенно, что и приводит к усиленному от-

носительному вкладу задержки глобальных коммутационных линий в общую за-

держку. 

1.4 Коммутационные линии на основе волноводов 

Применение фотонных элементов, в частности, полосковых волноводов в 

качестве линий коммуникации активно предлагалось в 2000-2005 годах [5-6, 29]. 

Действительно, замена электронных коммутационных линий на фотонные при-

вносит ряд преимуществ: 

1) отсутствие RC-задержек (отсутствие паразитных емкостных и индук-

тивных эффектов); 

2) полное решение проблемы согласования импеданса в электронных 

цепях; 
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3) значительное повышение частотного порога дисперсии при распро-

странении импульсных сигналов; 

4) использование спектрального уплотнения каналов (DWDM), поляри-

зации и фазы для повышения плотности передаваемой информации (рис. 1.4.1); 

5) отсутствие джоулевых потерь при передаче сигнала в волноводе; 

6) помехозащищенность оптических каналов. 

Рисунок 1.4.1 – Возможность использования спектрального уплотнения каналов, а 

также поляризации и фазы для уплотнения информационного сигнала  

Волноводное распространение ЭМ излучения происходит, как известно, в 

режиме полного внутреннего отражения (например, оптоволокно) или бреггов-

ского рассеяния (рентгеновский волновод в 1D брегговском зеркале), или обу-

словлено сочетанием многократного рассеяния брегговского типа и микроскопи-

ческого резонансного рассеяния Ми в фотонных кристаллах. Каждый резонанс-

ный рассеиватель (например, фотонного кристалла), обычно это стержень, пора 

или сфера, может быть рассмотрен как резонатор. 

 

Описание режима распространения электромагнитного поля в оптических 

волноводах можно провести как теоретическими, так и численными методами. 
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Моделирование полоскового волновода с использованием метода конечных раз-

ностей проводилось неоднократно различными группами, в том числе и группой с 

участием автора данной работы [30]. Примеры такого моделирования для крем-

ниевого КНИ-волновода приведены ниже. 

 

 

Рисунок 1.4.2 – Верхняя и нижняя граница одномодового режима полоскового Si 

волновода КНИ структуры. 

 

Результаты моделирования эффективности затухания ЭМ моды в 

полосковом Si волноводе КНИ структуры в зависимости от геометричесих 

размеров сечения волновода собраны на рисунке 1.4.2. Толщина слоя SiO2 была 

выбрана равной 2 мкм [31], чтобы избежать существенных потерь, связанных с 

взаимодействием волноводной моды с Si подложкой. Одномодовый режим 

распространения TE10 поляризованного излучения в зависимости от ширины и 

высоты полоскового волновода находится между кривыми, составленными из 

точек красного и синего цвета. Область, лежащая под нижней границей 

одномодового режима, соответствует случаю затухающих (эванесцентных) вдоль 

оси волновода мод с мнимой частью показателя преломления, большей 10-5. 

Область, лежащая выше одномодового диапазона, соответствует многомодовому 

режиму волновода. Стоит отметить, что на практике в фотонных интегральных 
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схемах чаще всего реализуется именно TE-поляризация, что связано с двумя 

факторами:  

1) Меньшими потерями нулевой TE-моды на шероховатостях волновода, 

в силу локализации TE-моды ближе к геометрическому центру волновода (см. 

рис. 1.4.3); 

2) Более простой реализации амплитудной модуляции (чаще всего, на 

основе модуляторов Маха-Цендера, далее – ММЦ) в волноводе в силу 

максимальной локализации TE-моды в области с изменяемым показателем 

преломления. [32] 

 

  

Рисунок 1.4.3 – TE0-мода (слева) и TM0-мода (справа) полоскового КНИ-

волновода 
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1.5 Технологические платформы интегральной фотоники 

В настоящее время можно выделить, в зависимости от детализации, от 3 до 

5 технологических платформ для интегрального исполнения фотонных элементов 

[33, стр. 23], а именно: фосфид индия InP [34], ниобат лития LiNbO3 [35], группа 

технологических платформ на базе кремниевой [36] технологии (КНИ – кремний 

на изоляторе, оксид кремния на кремнии – silica on silicon, нитрид кремния – 

Si3N4, SiON – оксинитридная технология [37].  

Данные технологии различаются по многим параметрам, подробное анали-

тическое сравнение которых проведено в [33, стр. 23]. 

Однако, с точки зрения использования интегральных волноводов в качестве 

глобальных коммутационных линий наиболее важным параметром является оп-

тический контраст, определяющий планарные размеры ФИС (фотонных инте-

гральных схем). Оптический контраст между обкладкой и сердцевиной волновода 

определяется по формуле [38]: 

 

∆=
𝑛сердцевины

2 − 𝑛обкладки
2

2𝑛сердцевины
2

                                                (1.5.1) 

При этом во многих аналитических материалах и статьях контраст приводится в 

относительной форме, выражаемой в процентах: 

∆% =
∆

𝑛сердцевины
× 100%                                                (1.5.2) 

Значимость оптического контраста для общих габаритов чипа проиллю-

стрирована на рисунке 1.5.1 [39].  
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Рисунок 1.5.1 – Верхняя и нижняя граница одномодового режима полоскового Si 

волновода КНИ структуры. 

Как видно из рисунка 1.5.1, контраст определяет не только планарные раз-

меры волноводов, но и минимально возможные радиусы поворота волноводов, 

что важно не только для построения коммутационных линий, но и, например, для 

построения AWG-демультиплексоров, используемых в DWDM-системах [40]. Бо-

лее подробное аналитическое описание влияния контраста дано в работе [41]. В 

данной работе приведен ряд важных эмпирических формул, которые показывают 

влияние контраста на важнейшие параметры волноводных структур, в конечном 

счете определяющих общие габаритные параметры чипа. А именно, размерный 

параметр волновода (в случае упрощенного приближения квадратного волновода) 

зависит от контраста следующим образом: 

𝑑 =
0.54𝜆

√(𝑛сердцевины
2 − 𝑛подложки

2 )

                                         (1.5.3) 

Подставляя формулу (1.5.1) в (1.5.3), получим: 

𝑑 =
0.54𝜆

√2 × Δ × 𝑛сердцевины
2

                                                    (1.5.4) 

То есть, стороны волновода (размеры волноводной моды) постепенно 

уменьшаются с увеличением контраста показателя преломления, как показывает 

рисунок 1.4.2: 
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Рисунок 1.4.2 – Зависимость размеров волновода (ширины и высоты в случае 

квадратного волновода) от контраста показателя преломления [41] 

 

Кроме того, в [41] предложена эмпирическая формуля для минимально 

возможного радиуса поворота волновода, обеспечивающего потери не более 0.1 

дБ/радиан: 

𝑅мин = 5∆−1.5 [мкм]                                                   (1.5.5) 

 

 

Рисунок 1.4.3 – Зависимость радиуса поворота и свободного спектрального 

диапазона (FSR) от контраста показателя преломления [41] 
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Ниже приведена таблица сравнения оптических контрастов для различных 

технологических платформ, полученная с использованием формул (1.5.4) и 

(1.5.5). Как видно из таблицы 1.5.1, наибольшим оптическим контрастом облада-

ют решения на основе кремниевой технологии, в настоящий момент ставшие ос-

новной платформой для реализации устройств интегральной фотоники [42]. 

Таблица 1.5.1 – Сравнение технологических платформ интегральной фото-

ники для длины волны 1550 нм 

Технологическая платформа Оптический 

контраст 

Радиус 

поворота, 

мкм 

Диаметр 

волноводной 

моды, нм 

Фосфид индия [43] 0,05 500 1155 

Кремниевый волновод (Si на 

SiO2 подложке) [42] 

0,41 20 375 

Нитрид кремния [44] 0,24 45 865 

Оксинитрид [37] 0,03 845 3100 

Ниобат лития [45] 0,28 35 710 

Silica on silicon (с легированием 

сердцевины GeO2) [46] 

0,10 165 1710 

 

Таким образом, показано, что с учетом имеющихся технологических плат-

форм, доведенных до уровня серийного производства ФИС и формулы (1.5.4), 

при распространении светового сигнала в ФИС в классическом волноводном ре-

жиме невозможно добиться локализации волноводной моды (и, как следствие, 

планарных размеров волновода) менее чем 𝜆/10. В частности, в рамках общепри-

нятой в микроэлектронном производстве технологии КНИ [42] стандартная ши-

рина волновода составляет порядка 200 нм. Как следствие, интегральная фотони-

ка не может служить эффективным решением для замены линий глобальной ком-

мутации на чипе и на данный момент занимает нишу межсоединений на уровне 

«Системы-в-корпусе» (chip-to-chip interconnect) [47]. Кроме того, остаётся суще-
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ственной проблема перекрестных потерь между волноводами. Так, два Si волно-

вода с наноразмерным сечением, расположенные с зазором менее 1 мкм на КНИ 

структуре, характеризуются эффективным взаимным энергетическим обменом 

[48]. Этот характерный размер задаёт минимальное расстояние между двумя со-

седними волноводами, минимизирующее перекрестные помехи при распростра-

нении по ним сигналов. Таким образом, использование регулярных волноводов в 

качестве межсоединений ограничивает степень интеграции ФИС. 

1.6 Плазмонные волноводы 

Альтернативным подходом к диэлектрическим волноводам с наноразмер-

ным сечением и объемной волной является использование металлических нано-

проволок, по которым ЭМ излучение распространяется в виде поверхностной 

волны, например, поверхностной плазмон поляритонной (ППП или SPP в англо-

язычной транскрипции) волны.  

Плазмоны могут существовать в различных топологических системах, ко-

торые можно разделить на 4 подкласса: 

1). Простейшей плазмонной системой является плоская граница раздела ме-

талла и диэлектрика, по которой распространяются TM-поляризованные поверх-

ностные плазмоны при условии изменения знака диэлектрической проницаемости 

на границе. Дисперсионное уравнение плазмона находится из уравнений Макс-

велла в обоих полупространствах и граничных условий для электрического и маг-

нитного полей [49].  

2). Если металл является слоем, окруженным диэлектриком, то поверхност-

ные плазмоны могут существовать на обеих границах слоя. При утонении слоя 

поверхностные плазмоны на двух границах взаимодействуют с образованием 

симметричной и асимметричной мод.  

3). Плазмон может быть локализован в одном измерении – канавка на по-

верхности металла [50]. 
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4). Локализованный плазмон на частице или кластере частиц. Кластер мо-

жет представлять собой цепочку частиц, т.е. дискретный волновод (см. раздел 1.8 

данного обзора). 

 

Дальность распространения ППП существенно зависит от степени кристал-

личности материала нанопроволок, свойств окружающего материала, формы и 

размера их сечения, длины волны возбуждающего ЭМ излучения. К примеру, 

длина распространения ППП по Au проволоке падает на порядок (от десятков 

микрометров [51,52] до двух микрометров [53]) при сужении прямоугольного се-

чения проволоки в пять раз (от 1 мкм до 200 нм) при фиксированной толщине 

проволоки (50 нм) и возбуждении ППП излучением с длиной волны 800 нм. Дей-

ствительно, распространение ППП в нанопроволоках с поперечными размерами 

порядка 
𝜆0

4⁄  –  
𝜆0

16
⁄ , где λ0 – это длина волны возбуждающего света в вакууме, 

лежащая, как правило, в видимом диапазоне длин волн ЭМ излучения, теоретиче-

ски [13] ограничено несколькими микрометрами.  

В частности, экспериментально измерено [53] распространение ППП на 2.5 

мкм вдоль Au проволоки, толщиной 50 нм, шириной 200 нм и длиной до 20 мкм, 

от места локального возбуждения проволоки ЭМ излучением с длиной волны 800 

нм. Пробег ППП достигает 10 мкм в металлических субволновых волноводах, из-

готовленных на диэлектрической подложке методом химического синтеза [52]. 

Наиболее дальний пробег ППП волны, составляющий, согласно численным рас-

четам [10], до 3 мм на телекоммуникационной длине волны (1.55 мкм), следует 

ожидать для металлодиэлектрического волновода, состоящего из Au полоски с 

субволновым сечением (толщина 15 нм, ширина 500 нм), находящейся между 

слоями двух разных диэлектриков. Сообщение о 500 мкм длине пробега ППП в 

такого рода сэндвиче было в работах [11,12]. Дальний пробег ППП волны (см. 

рис. 1.7.1) объясняется тем, что поле волны распространяется в основном не по 

металлу, а по диэлектрику. 
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Рисунок 1.7.1 – Структура трехслойного плазмонного волновода из [11] и 

экспериментальные данные по длине пробега 

 

Российской группой показано [54] распространение ППП на 250 мкм на длине 

волны из видимого диапазона (765 нм, красный цвет). Стоит отметить, что хотя 

мнимая часть диэлектрической проницаемости золота для длин волн 765 и 1550 

нм отличается многократно, это не приводит к существенному увеличению длины 

пробега ППП, согласно формулам (1.6.1) – (1.6.5): 

𝜀𝐴𝑢(765 нм) = −23.15 + 2.1𝑖     (1.6.1) 

𝜀𝐴𝑢(1.5 µм) = 11.97 + 2 × 10−9𝑖    (1.6.2) 

𝜀𝐴𝑢
″ (765нм)

𝜀𝐴𝑢
″ (1.55𝜇м)

≫ 1                                                                (1.6.3) 

𝐿𝑝𝑟𝑜𝑝 ≈ 𝜆0

𝜀 ′
𝑚
2

2𝜋𝜀𝑚
″
                                                              (1.6.4) 

 

𝐿𝑝𝑟𝑜𝑝(1.55𝜇м)

𝐿𝑝𝑟𝑜𝑝(0.765𝜇м)
≈ 3,6                                                               (1.6.5) 
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Рисунок 1.7.2 – Структура трехслойного плазмонного волновода из [11] и 

экспериментальные данные по длине пробега 

 

 

Итого, использование металлических нанопроволок для распространения 

ППП приводит к значительным омическим потерям, которые только вырастают 

вместе с повышением степени локализации поля в волноводе. Использование 

структур из металл-полупроводников, а также структур типа «сэндвич», 

описанных ранее, не приводит к существенному увеличению длины пробега, 

расширяя её до 500 мкм [9,10] при распространении ППП преимущественно в 

толще диэлектрика. Возможным решением этой проблемы могло бы быть 

использование альтернативных золоту и серебру материалов, которые 

обеспечивают меньшие потери, однако, на данный момент в литературе не 

предложено других материалов, существенно увеличивающих длину пробега.  

Остается возможной компенсация омических потерь с помощью активной 

среды, то есть, активное усиление поверхностных-плазмон поляритонов в 

волноводе. Работы, посвященные такой компенсации, подробно рассмотрены в 

[55]. Согласно [55], энергоэффективность активных плазмонных межсоединений 

сравнима с энергоэффективностью электрических медных соединений (по 

состоянию на 2012 год). Кроме того, существенным недостатком активных схем 

усиления ППП является требование по использованию A3B5 материалов, слабо 

встраиваемых в кремниевую КМОП-технологию. 
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1.7 CROW-волноводы 

Ещё один тип субволновых волноводов представляет собой набор дискрет-

ных волноводов, состоящих из нанорезонаторов, связанных волновым образом 

[13, 14], которые также известны как Coupled Resonator Optical Waveguide 

(CROW) [15]. 

Волноводы на связанных резонаторах имеют преимущества по сравнению с 

регулярными волноводами. Во-первых, возможна реализация изгибов волновода 

под большими углами с малыми потерями и практически без отражений. Во-

вторых, возможна реализация компактных оптических линий задержки, т.к. 

волновод имеет способность значительно замедлять оптическую волну, т.н. 

медленный свет. В-третьих, возможно усиление нелинейных эффектов вследствие 

низкой групповой скорости и существенных амплитуд светового поля в 

локализованных модах. Нелинейные эффекты расширяют возможности обработки 

оптического сигнала.  

Реализация CROW-волноводов возможна (см. рис. 1) и в рамках технологии 

классической интеральной фотоники, с использованием резонаторов на «модах 

шепчущей галереи» (WGM, «whispering gallery modes», [56]), являющихся 

стандартным элементом технологической линейки. Однако, размеры таких 

волноводов достаточно велики, т.к. ранее оцененный в разделе 1.5 радиус 

поворота с минимальными потерями не позволяет создавать связанные 

резонаторы (в случае рассмотрения КНИ-платформы) с радиусом менее 5 мкм 

[57].  

 

 

Рисунок 1.7.1 – CROW-волновод на основе МШГ-резонаторов на КНИ-платформе 
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Следовательно, волноводы на основе МШГ-резонаторов не могут быть 

использованы в качестве коммутационных линий в силу их крупных габаритных 

размеров. 

В 1998 году был предложен [14] еще один тип существенно субволновых 

волноводов, представляющих собой кластеры металлических или 

диэлектрических наночастиц, диаметром несколько десятков нанометров. 

Резонансное рассеяние ЭМ излучения на таких частицах обусловило широкий 

спектр их применения в медицине, фотохимии, спектроскопии, микро- и 

нанофотонике. В современной медицине кластеры наночастиц применяются для 

стимуляции мозга, заменяя более сложную технику проволочных соединений 

[58]. Возможность формирования локального наноразмерного источника 

энергетичных (“горячих”) электронов, генерируемых при распаде плазмонов в 

металлических наночастицах, обуcловила скачкообразное развитие 

каталитической химии [59]. Явление т.н. горячего пятна, т.е. формирование 

большой напряженности ЭМ поля в малом зазоре между двумя металлическими 

наночастицами, подтолкнуло развитие Рамановской спектроскопии с 

молекулярной чувствительностью [60]. В области микро- и нанооптики появились 

разработки, в частности, высокодобротных дискретных резонаторов на основе 

низкоразмерных кластеров диэлектрических наночастиц [61], аналога нейронных 

сетей на основе вложенных циклических кластеров частиц, оптической 

индуктивности, широкополосных остронаправленных плазмонных антенн [52, 62] 

и волноводов в виде цепочек наночастиц. 

Стоит отметить, что при изготовлении нанопроволок достаточной длины 

имеются существенные технологические сложности. При этом, к настоящему 

времени разработаны эффективные и достаточно дешевые приемы изготовления 

цепочек частиц (см. рис 1.7.2) различной геометрии и длины - от димеров до 

протяженных областей [16-18]. Существенно, что при изготовлении волноводов 

возможен контроль за кристаллическим совершенством составляющих его частиц 
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и их взаимным положением. Это обеспечивает максимальное волновое 

взаимодействие частиц и минимальные погонные потери энергии моды. 

 

 

Рисунок 1.7.2 – Экспериментально изготовленные цепочки золотых наночастиц 

сферической формы из [63] 

 

До недавнего времени полагалось, что ЭМ возбуждение быстро затухает 

вдоль цепочки частиц. Например, длина затухания равная 500 нм была измерена в 

2003 году [64] в цепочке серебряных стержнеобразных частиц, размером 

90×30×30 nm (высота-сечение) и 50 нм зазорами между частицами. В 

последующие годы была разработана технология изготовления цепочек частиц с 

зазорами 1 – 5 нм, что обусловило существенно большее волновое 

взаимодействие частиц и, как следствие, более дальнее распространение ЭМ 

возбуждения по цепочке. Длина затухания возбуждения в плотной цепочке 

золотых частиц диаметром 50 нм составила уже 4.2 мкм. Однако, используемые в 
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указанных работах численные методы не позволили выявить условия более 

дальнего распространения ЭМ возбуждения. И только недавно [65] теоретически 

предсказаны спектрально узкие, шириной 200 МГц, полосы прозрачности в 

видимом диапазоне длин ЭМ волн, в частотных спектрах плотно упакованных 

линейных цепочек Au наносфер. Цепочки имели длину в несколько сантиметров 

и состояли из 104– 105 частиц. Таким образом, является актуальной задача 

исследования оптических дискретных волноводов с малым затуханием, 

образованных цепочками наночастиц, и также актуально исследование волнового 

взаимодействия линейных цепочек частиц в зависимости от материала, формы, 

размера, величины зазора между частицами, количества частиц и формы цепочки. 

При этом данная задача может быть с той или иной степенью точности решена 

широким спектром теоретических и численных методов, которые будут описаны 

в следующем разделе. 

1.8 Метод квази-сепарабельного Т-оператора 

Основным аналитическим инструментом данной диссертационной работы являет-

ся система уравнений для самосогласованных электрических токов, возбуждае-

мых электрическим полем падающей ЭМ волны в ансамбле диэлектрических и 

проводящих частиц (Рис.1.8.1), и формула для коллективного сечения экстинкции 

ансамбля частиц. Система уравнений выведена методом квази-сепарабельного T- 

оператора рассеяния для решения задач многократного рассеяния ЭМ волн на ан-

самблях диэлектрических  
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Рисунок 1.8.1 – Схематическое изображение задачи о рассеянии ЭМ волны на 

случайном ансамбле N сферических частиц радиусом r0, центры которых нахо-

дятся в точках 𝒓⃗ 𝒋, 𝑗 = 1,2,3,… ,𝑁 плоскости 𝑋𝑌 ортогональной системы координат 

𝑋𝑌𝑍. Падающая плоская волна характеризуется единичными векторами распро-

странения 𝑠 (0) и поляризации 𝑒 (0) . 

 

частиц с учетом их проводимости [66]. Физически T- оператор рассеяния ансам-

бля частиц непосредственно связан с возбуждаемыми электрическими токами как 

это видно из системы уравнений для самосогласованных токов 

( ) ( ) (0) (0) ( )

(1)( ) ( ) ( , ) ( ) ( )j j j

j j

j j

J r J r dr dr T r r r r G r r J r




                (1.8.1) 

Здесь 𝐽 (𝑗)(𝑟 ) обозначает плотность тока в 𝑗 − ой частице ансамбля (𝑗 = 1,2,… ,𝑁), 

положение которой задается радиус вектором 𝒓⃗ 𝒋. Ток возбуждается коллимиро-

ванным линейно поляризованным ЭМ лучом, электрическое и магнитное поля ко-

торого даются формулами 

 (0) (0) 0

0 0 0( ) exp( )E r E r e ik s r  ,       (0) 1/2 (0)

0 0( )H r s E r         (1.8.2) 



35 

Единичные векторы   𝑒 (0) и 𝑠 (0) задают направления поляризации и распростра-

нения волны, соответственно; 𝑘0 =
𝜔

𝑐
= 2𝜋/𝜆0 – волновое число ЭМ волны в ва-

кууме; 𝜔 – круговая частота; 𝑐 – фазовая скорость света. Амплитуда 𝐸⃗ (0)(𝑟 ⊥
0) за-

дается в сечении пучка 𝑟 ⊥
0 = 𝑟 − (𝑟 𝑠 0)𝑠 

(0). 

Первое слагаемое в правой части (1.8.1) описывает плотность тока в изолиро-

ванной частице. Второе слагаемое интегральной формы учитывает вклад токов, 

возбуждаемых в других частицах. Под знаком интеграла стоят тензорные (диад-

ные) квантово-механический T- оператор рассеяния электрического волнового 

поля изолированной частицей в свободном пространстве (0)( , )T r r  и функция Гри-

на электрического поля (0) ( )G r  в свободном пространстве 

(0)

02

0

1
( ) ( )G r r I G r r

k

 
      

 
,    (1.8.3) 

   0 0( ) exp / 4G r ik r r   - скалярная функция Грина свободного пространства, I  - 

единичный диадик.  

Сечение экстинкции 𝑄 ансамбля частиц записывается, согласно определению 

[65, 67], как сумма потерь энергии ЭМ поля из-за рассеяния 𝑊(𝑠) и поглощения 

𝑊(𝑎) частицами, деленая на поток падающей ЭМ мощности на единицу геомет-

рического сечения области, занимаемой ансамблем частиц. Суммарные потери 

могут быть записаны в виде интеграла по объему Ω, занимаемому ансамблем ча-

стиц  

 ( ) ( ) (0) ( ) ( ) (0)
Re

8

сs a s s
W W dr E H E H

 

 
          (1.8.4) 

Верхним индексом ‘s’ помечены электрическое и магнитное поле рассеянной 

волны. Звездочка ‘*’ означает комплексно-сопряженную величину, "Re" и ниже 

по тексту "Im" -обозначают действительную и мнимую части комплексной вели-

чины соответственно. Соотношение для суммарных потерь (1.8.4) можно преоб-

разовать к виду 
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2
( ) ( ) (0)

Im ( ) ( )
8

cs a
W W d r E r J r




   



    (1.8.5) 

с помощью уравнений Максвелла, записанных в гауссовой системе единиц 

ˆ, ( )
i i

E H H r E
c c

 
         (1.8.6) 

Неоднородная комплексная диэлектрическая проницаемость дискретной среды 

𝜀̂(𝑟 ) равна комплексной величине 𝜀̂ = 𝜀 + 𝑖 4𝜋𝜎/𝜔 внутри частицы [68], где 𝜎 – 

удельная проводимость материала частицы, и действительной величине 𝜀0 вне ча-

стицы. Вектор 𝐽 (𝑟 ) определён [66] как 

  ( ) ( )J r V r E r       (1.8.7) 

где эффективный потенциал рассеяния частицы имеет вид 

)ˆ()( 02

2





c

rV


     (1.8.8) 

Вектор 𝐽 (𝑟 ) имеет физический смысл суммарной плотности тока электропровод-

ности и поляризации, возбуждаемого внутри частиц, т.к. 

02

4
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4
V r E r E r E r

ic i

 
  



 
   

 
  (1.8.9) 

и поэтому интеграл в правой части уравнения (1.8.5) представляет собой работу 

падающего электрического поля над электрическим током, возбуждённым внутри 

частиц. Заметим, что плотность тока (1.8.7) равна сумме 

( )
( ) ( )

1

N j
J r J r

j
 


     (1.8.10) 

самосогласованных токов 𝐽 (𝑗)(𝑟 ), возбужденных в 𝑁 частицах ансамбля, взаимо-

действующих друг с другом волновым образом. 

Для вычисления сечения экстинкции, предположим, что амплитуда 𝐸⃗ (0)(𝑟 ⊥
0) 

луча (1.8.2) отличается заметно от нуля только при достаточно малых отклонени-
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ях 𝑟 ⊥
0 = 𝑟 − (𝑟 𝑠 0)𝑠 

(0) от оси пучка в перпендикулярном его сечении. Тогда вектор 

Пойнтинга пучка (1.8.2) имеет вид 

 
1/2 2

(0) (0) (0) (0) 00
Re ( ) 0

8 8

cc
E H E r s



 


    

 
 

                  (1.8.11) 

Формулы (1.8.5) и (1.8.11) позволяют записать для сечения экстинкции выраже-

ние 

( ) ( )

(0)

s a
W W

Q





      (1.8.12) 

На основе формул (1.8.5) и (1.8.10) и используя преобразование Фурье ( , )T p p  T-

оператора рассеяния всех частиц ансамбля, можно записать соотношение 

  (0) (0) (0) (0)

0 0

0

1
Im ,Q e T k s k s e

k
                       (1.8.13) 

со сложной конструкцией для тензорного Т – оператора рассеяния [66] 

(0)( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )T r r V r I r r V r dr G r r T r r                                (1.8.14) 

Заметим, что полный самосогласованный ток в частицах (1.8.7), (1.8.9, 1.8.10) вы-

ражается через тот же оператор рассеяния и объёмную плотность источников 

  (0)

2

4
( ) ( ) ( ) ( , ) ( )srcJ r V r E r j r dr T r r E r

ic


                                   (1.8.15) 

В работе [66] выражение (1.8.14) появляется в формальном решении  

)(),()()()( )0()0()0( rErrTrrGrdrdrErE

                   (1.8.16) 

уравнения Липпмана – Швингера [69, 70], записанного для полного электрическо-

го поля вне и внутри рассеивающей частицы  

   0 (0)( ) ( ) ( ) ( )E r E r dr G r r V r E r                             (1.8.17) 

Величина 𝐸⃗ (0)(𝑟 ) обозначает электрическое поле падающей волны 

)(),(
4

)( )0(

2

)0( rjrrGrd
ic

rE src  
 

                                      (1.8.18) 
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Точное решение уравнения ЛШ (1.8.14) было впервые получено в работе [66] 

модифицированным [71, 72] методом Галеркина в виде суммы сепарабельных 

операторов рассеяния с весами, которые описывают волновое взаимодействие 

между элементами одной и той же частицы. Для решения был выбран произволь-

ный базис векторных функций 𝑡𝑛⃗⃗  ⃗(𝑟 ), где 𝑛 = 1,2,3,… , локализованных на части-

це-рассеивателе (Рис. 1.8.2).  

 

Рисунок 1.8.2. – Элементы потенциала рассеяния при волновом взаимодействии 

между элементами одной и той же частицы.  

 

Например, в случае рассеивателей сферической формы базис векторных функ-

ций удобно выбрать в виде векторных сферических гармоник. В Приложении 1 в 

этом случае показано, что диадный квантово-механический T- оператор рассеяния 

электрического волнового поля уединенной сферической частицы произвольного 

размера в свободном пространстве T(0)(𝑟 , 𝑟′⃗⃗ ) представляется в виде суммы «элек-

трической» и «магнитной» частей. Для малых по сравнению с длиной ЭМ волны 

частиц «электрическая» и «магнитная» части оператора рассеяния выражаются 

через электрическую и магнитную дипольную поляризуемость частицы, соответ-

ственно. 

Уравнение (1.8.14) делим на потенциал 𝑉(𝑟 ), умножаем слева на 𝑡 𝑛(𝑟 ) и инте-

грируем по 𝑟   
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),()()()(),()(
)(

1 )0( rrTrrGrtrdrdrtrrTrt
rV

rd nnn





     (1.8.19) 

Решение уравнения (1.8.19) ищем в виде диадного разложения 

𝑇̄̄(𝑟 , 𝑟 ′) = ∑𝑡 𝑛
𝑛

(𝑟⃖) ⊗ 𝑡 ̃𝑛(𝑟 
′)                                      (1.8.20) 

где 𝑡 ̃𝑛(𝑟 
′) - неизвестные векторные функции. Подстановка диадного разложения 

(1.8.20) в (1.8.19) приводит к системе алгебраических уравнений для искомых 

векторных функций 

(0) ( ) ( )nm m n

m

t r t r                                            (1.8.21) 

с генерирующей матрицей вида 

(0) (0)1
( ) ( )

( )
nm n m nmd r t r t r g

V r
                                (1.8.22) 

Матрица 
(0)

nmg  в (1.8.22) описывает взаимодействие между элементами одной ча-

стицы 

(0) (0)( ) ( ) ( )nm n mg d r d r t r G r r t r                                       (1.8.23) 

Обратная к генерирующей матрице ⟨𝑛|𝜒(0)−1|𝑚⟩ разрешает уравнение для Т – 

оператора рассеяния изолированной частицей в виде суммы сепарабельных опе-

раторов рассеяния с весами в виде этой самой обратной к генерирующей матрице 

(0) (0) 1( , ) ( ) ( )n m

nm

T r r n m t r t r                         (1.8.24) 

Далее в [66] на основе выведенного выражения для квази-сепарабельного Т 

– оператора рассеяния одной частицы (1.8.24) строится КС Т- оператор рассеяния 

𝑁 частиц, центры которых находятся в точках с радиус векторами 𝑟 1, … , 𝑟 𝑁 . С 

этой целью Т – оператор рассеяния 𝑁 частиц записывается с помощью правила 

композиции операторов Ватсона [73, 74] в виде суммы 

),(),(
1

)( rrTrrT
N

j

j  



                                               (1.8.25) 
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в которой каждое слагаемое записывается как 

( ) (0)

(0) (0) ( )

( , ) ( , )

( , ) ( ) ( , )

j

j j

j

j j

j j

T r r T r r r r

dr dr T r r r r G r r T r r




   

           
          (1.8.26) 

Здесь ),()( rrT j 


 и ),()0(

jj rrrrT


  – это самосогласованный Т – оператор рассея-

ния всех частиц и Т – оператор рассеяния j-ой частицы ансамбля, соответственно. 

В результате подстановки (1.8.24) в (1.8.26) КС Т- оператор рассеяния 𝑁 частиц 

выражается через Т – оператор рассеяния одной частицы посредством матрицы 

𝐴𝑁 волнового взаимодействия 𝑁 частиц,  

(0) 1

, , 1

( , ) ( ) ( )
N

N n j m j

n m j j

T r r nj mj t r r t r r 





                             (1.8.27) 

где 

(0) 1 1 (0) 1

1N N

m

nj mj nj A m j m m   



                          (1.8.28) 

Матрица 𝐴𝑁, в свою очередь, вычисляется  

(0)

(0) 1 (0)

1 ( , )

N

m m j j

m

nj A mj nj I mj nj g mj

nj I mj n m g r r 

 



   

  
                         (1.8.29) 

через матрицу двухчастичного взаимодействия (1.8.23) 

(0) (0)( , ) ( ) ( ) ( )nm j j n j m jg r r d r d r t r r G r r t r r 
                          (1.8.23) 

Матрица 𝐴𝑁 имеет структуру вида 
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(0) (0)

(0) (0)

1 2 1

2 1 2

1 2

nm

nm

nm

n g m n g mN
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



  
 
  
 
 
 
 
 
 
  
 



   (1.8.30) 
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Матричный элемент  (0)nj g mj  в (1.8.29) описывает взаимодействие 𝑛 − ого 

элемента 𝑗 − ой частицы (𝑗 =  1,2,3, … ,𝑁) c 𝑚 − ым элементом 𝑗′ − ой частицы 

(рис. 1.8.3).   

 

Рисунок 1.8.3. – Иллюстрация к взаимодействию 𝑛 − ого элемента 𝑗 − ой частицы 

(𝑗 =  1,2,3,… , 𝑁) c 𝑚 − ым элементом 𝑗′ − ой частицы. 

 

Рассматривая малые в масштабе длины волны частицы, Т – оператор кластера 

из 𝑁 частиц существенно упрощается и практически выражается через Т – опера-

тор одной частицы. Дальнейшее упрощение происходит при учете только элек-

трического дипольного приближения. Возможность применения данного упроще-

ния для случая CROW-волноводов (то есть, протяженных цепочек наночастиц) 

обосновывается, например, в [75] и будет рассмотрена в оригинальной части (гла-

ва 2) данной работы.  

1.9 Другие методы расчета дискретных волноводов 

Достаточно полные обзоры методов расчета волноводных свойств цепочек суб-

волновых частиц даны, например, в диссертационных работах Д.Ю. Федянина 
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[55] и А.М. Пикалова [76]. В диссертационной работе М.И. Гозмана [75] рассмат-

риваются не только субволновые, но и «большие» частицы, в которых могут быть 

возбуждены т.н. моды шепчущей галереи (МШГ). Эти моды рассматривались, 

например, в одной из первых работ по интерпретации спектров флуоресценции и 

комбинационного рассеяния разбавленной суспензии монодисперсных полисти-

рольных сфер радиусом около 9 мкм при возбуждении излучением с длиной вол-

ны около 0.5 мкм [77]. Другое направление – это концентраторы ЭМ поля в узкой 

области пространства с помощью, например, наноцилиндра [78,79] с МШГ. Для 

полноты картины стоит указать на третье направление – возбуждение мод в виде 

так называемой наноструи в линейных цепочках полидисперсных микросфер из 

полистирола для биомедицинских приложений в качестве оптических микрозон-

дов с субволновым пространственным разрешением [80].  

В данной работе интерес представляют цепочки именно субволновых ча-

стиц. Во многом методы расчета свойств цепочек частиц-рассеивателей следуют 

из подходов к проблеме рассеяния ЭМ излучения в резонансных дискретных сре-

дах [74, 81] или развивались параллельно данным подходам. В тоже время есть и 

существенное отличие: в задачах многократного рассеяния основной интерес 

представлял процесс переноса энергии поля в дискретной среде, сами же рассеи-

ватели описывались эффективным потенциалом рассеяния. С точки зрения цепо-

чек частиц как волноводов интерес состоял в изучении резонансного рассеяния, 

распределения поля в частицах при учете их волнового взаимодействия и распро-

странение возбуждения вдоль частиц цепочки. Естественно, отправной точкой 

была задача рассеяния на сферической частице. История этой проблемы описана 

W.J. Wiscombe [82]. Математический аппарат для решения задачи о рассеянии 

ЭМ излучения на сфере разработал Альфред Клебш (Alfred Clebsch: Ueber die 

Reflexion an einer Kugelfläche (Об отражении от сферической поверхности). 

Journal für Mathematik, Band 61, 1863, Heft 3, p 195-262), решая задачу упругого 

рассеяния излучения точечного источника на идеально жесткой сфере с помощью 

потенциальных функций. Людвиг Лоренц дал полное решение для прозрачных 
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сфер (Ludvig Lorenz: Lysbevaegelsen i og uden for en af plane Lysbolger belyst Kugle 

(Движение света внутри и снаружи сферы, освещаемой плоскими лампочками) 

Det ongelige Danske Videnskabernes Selskabs Skrifter, 6. Raekke, 6. Bind, 1890,1,p 1-

62., 1890). Ми и Дебай опубликовали общие решения в 1908 и 1909 годах соот-

ветственно. Эти и многие другие ссылки года можно найти в историческом обзоре 

Логана [83]. Изложение теории Ми можно найти в книгах Шифрина [84], Ван де 

Хульста [85], Керкера [86] и Борна и Вольфа [67]. Несмотря на долгую историю, 

исследование рассеяния на малых частицах актуально и сегодня [87]. 

В научной литературе обычно называют пионерской работу [14] о распростра-

нении ЭМ возбуждения вдоль цепочки частиц за счет их взаимного волнового 

взаимодействия при возбуждении крайней частицы цепочки. Действительно, в 

[14] впервые отмечено существование в плазмонных цепочках волн с неэкспо-

ненциальным затуханием. Стоит отметить, что в [14] учитывается поток энергии 

вдоль цепочки частиц только в одну сторону без отражений от частиц цепочки. 

Поэтому отсутствуют интерференционные эффекты. Метод исследования – мо-

дифицированная теория рассеяния Ми. Модификация проведена на основе работ 

[88 - 91]. В [88] рассмотрены условия возбуждения продольных волн поляризации 

в металлических частицах (в классической теории Ми рассматривается возбужде-

ние только поперечных волн) с дальнейшим расчетом сечения экстинкции изоли-

рованных частиц, в частности, натрия.  

В [89, 90] вводится модельный гамильтониан осциллятора с динамической по-

ляризуемостью, на основе которого строится гамильтониан взаимодействия с 

электрическими полями в малом ансамбле осцилляторов [89] с последующим 

обобщением на случай 𝑁 тел [90]. Результаты работ [88 - 90] объединены при раз-

витии теории Mie-Ruppin [91]. В [91] уравнения Максвелла решаются разложени-

ем по сферическим гармоникам для одной сферы. Затем используется теорема 

сложения сферических гармоник и проекционная техника. Окончательный ре-

зультат, как отмечают авторы, оказывается слишком сложным и поэтому неэф-

фективным с точки зрения численных расчетов.  



44 

Развитая в [88-91] диполь-дипольная модель взаимодействия частиц полу-

чила дальнейшее развитие в [92] в виде учёта мультипольных взаимодействий в 

длинноволновом пределе. Однако, в ряде работ отмечается расхождение резуль-

татов модифицированной теории Ми с экспериментальными данными. Например, 

из работы [93] можно заключить, что указанное расхождение связано с обилием 

слипшихся частиц. Решение этой проблемы известно: в задачах многократного 

рассеяния света [75] при использовании техники операторов Ватсона потенциалы 

рассеяния не могут перекрываться. Например, в качестве уединенного рассеива-

теля необходимо рассматривать димер.  

Среди подходов, развитых до 2000-х годов, отдельно стоит отметить два 

мощных метода. Во-первых, метод структурного фактора [94] применительно к 

расчету спектральной плотности и резонансных частот нормальных оптических 

мод в цепочках плотно упакованных металлических цилиндров. Во-вторых, фор-

мализм T-матриц Waterman [95], используемый для расчета локальных электриче-

ских полей для одиночных сферических и сфероидальных металлических [96] и 

диэлектрических [97] частиц в электродинамическом и длинноволновом режимах. 

Метод используется для расчёта рассеянного поля вплоть до поверхности рассеи-

вателя, но не позволяет рассчитать поля внутри него.  

В 2000 году была опубликована работа [98], в которой проводится вычисление 

дисперсионных характеристик дискретных волноводов. Дисперсионное уравне-

ние для дискретных волноводов, выведенное из уравнения для осцилляций в це-

почке диполей Герца оказалось нелокальным и задаваемым бесконечным рядом. 

В случае затухающей волны этот ряд оказывается расходящимся. В частности, в 

[98] показано, что основной вклад в распространение плазмон-поляритонной вол-

ны дают ближайшие соседи. Вывод получен на основе сравнения со случаем уче-

та до пяти ближайших соседей.  

Первым полноценным решением проблемы дисперсии в плазмонных цепочках 

можно считать работу [99], в которой для суммирования бесконечных рядов ис-

пользуются полилогарифмы. Описание метода приведено в [80]. Полилогарифм 
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представляет собой функцию, равную сумме бесконечного ряда внутри единично-

го круга и аналитически продолженную на остальную часть комплексной плоско-

сти. Это позволяет получить аналитическое продолжение дисперсионного урав-

нения для плазмонной цепочки на область комплексных частот. Формализм оди-

наково работает в представлении комплексных частот и в представлении ком-

плексных волновых чисел. В [99] показано, что полное решение рассекается све-

товой линией, что согласуется с численными результатами [100], для собственных 

мод конечной цепочки диполей, перекрёстно связанных диполь-дипольным взаи-

модействием. В [100] рассчитана дисперсия плазмонов в цепочке с учетом зату-

хания и дальних взаимодействий. Отметим, что в данном случае каждая реализа-

ция дает дискретный набор точек на дисперсионной кривой для бесконечной це-

почки. При этом число точек равно числу частиц в цепочке. Численные методы 

использовались и для непосредственного расчета распределения электромагнит-

ного поля в системе частиц. Например, в [101] расчет поля производится методом 

конечных разностей во временной области (finite difference time domain – FDTD), 

и уже на основе результатов расчета строится дисперсионная кривая. 

Помимо группы Gérardy, Ausloos, Clippe [89-91] задачей рассеяния на ансам-

бле N сферических частиц занимались несколько научных групп. В зарубежной 

литературе считается, что первое полное решение задачи рассеяния на двух сфе-

рах с экспериментальной проверкой дано в 1967 году и позже [102 -104]. В [102] 

приведена ссылка на работу Т.А. Гермогеновой от 1963 года. Авторы [103,104] 

применили стандартные электромагнитные граничные условия к поверхностям 

двух сфер, использовали теорему сложения сферических гармоник и решили по-

лученные линейные уравнения для интерактивных коэффициентов рассеяния 

прямой инверсией матрицы. С целью более эффективного расчета коэффициентов 

Fuller и Kattawar [105,106] разработали метод «порядка рассеяния», в котором пы-

тались свести задачу рассеяния на 2L сферах к системе взаимодействующих пар 

сфер. Через несколько лет существенный вклад в развитие метода «порядка рас-

сеяния» внес Mackowski [107]. Его вклад в решение задачи рассеяния на несколь-
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ких сферах заключался практически в новом выводе теоремы сложения для век-

торных сферических гармоник и, как следствие, в значительном упрощении фор-

мулировки и вычислительных аспектов теорем сложения, что позволило перепи-

сать рекуррентные соотношения для эффективного вычисления коэффициентов 

сложения. 

Также стоит отметить еще два независимых подхода. Borghese с соавторами 

[108, 109] решали проблему векторного рассеяния с помощью потенциалов Дебая 

и математической техники функции Грина для учета эффектов многократного 

рассеяния. В то же время Wang и Chew [110] разработали рекурсивный подход с 

использованием T-матрицы, т.н. recursive aggregate T-matrix algorithm (RATMA) и 

эффективный метод вычисления коэффициентов по теореме сложения векторов 

для решения задачи многократного рассеяния более чем на 6000 сферах.  

Однако, решение проблемы рассеяния на взаимодействующих волновым обра-

зом сферах оставалось неполным. Так и не были выведены явные выражения для 

матрицы амплитуд рассеяния и, следовательно, матрицы Мюллера и поляризаци-

онных свойств. Существенный прогресс в этом направлении совершил Xu 

[111,112]. Результаты Xu составили основу метода, названного в диссертации Го-

змана [75] формализмом многоцентрового рассеяния Ми для вычисления распре-

деления электромагнитного поля в пространстве в котором произвольным обра-

зом распределены сферические частицы.  
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ГЛАВА 2. ЗАДАЧА О РАСПРОСТРАНЕНИИ ЭМ ВОЗБУЖДЕНИЯ ВДОЛЬ 

КОНЕЧНОЙ ЛИНЕЙНОЙ ЦЕПОЧКИ ЧАСТИЦ 

2.1 Постановка задачи 

В данном подразделе формулируется задача о распространении ЭМ воз-

буждения вдоль конечной 1,2, ,j N  линейной периодической цепочки металли-

ческих или диэлектрических частиц в немагнитной среде с постоянной диэлек-

трической проницаемостью 0  (рис.2.1.1) и приводятся основные уравнения для 

решения задачи. Неоднородная диэлектрическая проницаемость среды  ˆ r  рав-

на комплексной диэлектрической проницаемости i      внутри частиц и по-

стоянной диэлектрической проницаемости окружающей среды 0  вне частиц. 

Рассматривается случай частиц сферической формы радиуса . Частицы счита-

ются малыми  в масштабе длины волны возбуждающего излучения. 

Предполагается, что только крайняя частица цепочки возбуждается коллимиро-

ванным линейно поляризованным ЭМ лучом, электрическое и магнитное поля ко-

торой даются формулами (1.8.2).  

 

 

Рисунок 2.1.1. – Схематическое изображение задачи о рассеянии ЭМ волны на 

линейной цепочке 𝑁 сферических частиц, расположенных вдоль оси х. Поляризо-

ванная вдоль оси 𝑧 волна возбуждает крайнюю левую частицу цепочки. 

 

0r

0 02r 
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Система уравнений для плотности 
 

( )
j

J r  самосогласованных электрических то-

ков, возбуждаемых в частицах, дается формулой (1.8.1), в которой плотность 

электрического тока в изолированной частице имеет вид 

( ) (0) (0)

(1) ( ) ( , ) ( )j

j jJ r dr T r r r r E r     ,                                  (2.1.1) 

Оператор рассеяния малой сферической частицы 0 0 1k r    в дипольном электри-

ческом приближении 

IrrtrrT )()(
~

),()0( 


                                           (2.1.2) 

выражается через амплитуду рассеяния уединенной частицы 
2

04t k   , где 

1)(

3

0 )2/3( Maki  - поляризуемость частицы, 1)(Ma  – парциальный коэффициент 

рассеяния теории Ми [68,85], 𝛿 – дельта функция. Подстановка (2.1.2) в (2.1.1) да-

ет после интегрирования 

( ) (0)

(1) ( ) ( ) ( )j

j jJ r t r r E r                                            (2.1.3) 

Решение (1.8.1), (2.1.1) ищем в виде 

( ) ( )

0( ) ( )j j

jJ r r r e J                                               (2.1.4) 

Скалярные амплитуды токов 
)( jJ  не зависят от положения частиц. Подстановка 

(2.1.4) в уравнение для самосогласованных токов приводит к системе алгебраиче-

ских уравнений 

                                       (2.1.5) 

Здесь введены следующие обозначения 

       0( ) ˆ/ 0
j jjJ t I E t I   ,        

0 0(0) 0

0 0 1
ˆ exp( ) / 0j j ja ik s r E r r E


       (2.1.6а) 

       
2

0jj t jj t jj jj jja g r g r g r e s    
   
                                (2.1.6б) 
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jj j jr r r    ,       /jj jj jjs r r                                 (2.1.6г) 
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Ниже по тексту величина плотности тока  ˆ j
I  и источника ˆ

ja  фигурируют как 

нормированные на амплитуду возбуждающей волны 
   0

0E  величины, но без 

циркумфлекса. 

Сферические частицы расположены вдоль оси x  прямоугольной системы ко-

ординат xyz  с расстоянием 12r  между соседними частицами (рис. 2.1.1). Падаю-

щий луч распространяется параллельно оси цепочки с вектором поляризации 

вдоль оси z . Амплитуда пучка (1.8.2)   0(0)

1E r r


  отлична от нуля только при 

малых величинах   
0

1r r


  . Тогда выражение (1.8.13) для коллективного сечения 

экстинкции принимает вид [65] 

(0)

1 (1)ˆ
Im exp( ) ( )0 0 1 0 0 0

(0)0

Q ik s r e J k sext
k E

   
                     (2.1.7) 

где 
(1)ˆ

( )J k  - Фурье образ плотности тока 1
(1)ˆ

( )J r r , возбужденного в первой ча-

стице.  

В равенство (2.1.7) входит ток только в первой частице, которая и возбуж-

дается внешним излучением. Таким образом, равенство (2.1.7) показывает, что 

только первая частица цепочки делает вклад в коллективное сечение экстинкции. 

Вклад остальных частиц осуществляется через их вклад в ток в первой частице. В 

этом смысле по цепочке распространяется неизлучающая («темная») мода.  

Сечение экстинкции уединенной сферической частицы даётся формулой 

(1)
0

Im
ext

t
Q

k
                                                    (2.1.8) 

Нормируем на него коллективное сечение экстинкции 𝑁 частиц 

(1)

Re
Re Im

Im

ext
N N

ext

Q t
F F

Q t
   ,                           (2.1.9а) 

где коэффициент коллективной экстинкции даётся формулой 
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( )

0 0

1

exp( )
N

j

N j

j

F ik s r I


                                   (2.1.9б) 

В цепочке независимых частиц коэффициент коллективной экстинкции принима-

ет вид  

 
  0(0)

1

0 (0)
1 (0)

N
j

N jj

j

E r r
F a

E








                             (2.1.10) 

Суммирование в (2.1.10) осуществляется только по частицам, непосредственно 

возбуждаемым внешним излучением.  

2.2 Приближение ближайших соседей 

В данном подразделе рассматривается приближение ближайших соседей, в 

котором параметр волнового взаимодействия jja   (2.1.6б) отличен от нуля только 

для соседних частиц, т.е.  0jja    , если  1j j  . При перпендикулярной к оси 

цепочки поляризации ЭМ излучения произведение 0 0jje s   , что существенно 

упрощает выражение для волнового взаимодействия частиц (2.1.6б). Излучение 

возбуждает только крайнюю частицу цепочки, т.е. 
(0)

1 1( 0) 0a t E r    , 1 0ja    . 

Условие 1 0r   соответствует расположению начала координат в центре крайней 

частицы (рис. 2.1.1). При сделанных упрощениях решение уравнения (2.1.5) запи-

сывается в виде [66]: 

sin ( 1 )( ) 1( 1) 2cos
sin ( 1)

N jj jI
N






  


 ,                             (2.2.1а) 

12

1
cos

2a
                                               (2.2.1б) 

Здесь параметр волнового взаимодействия двух соседних частиц 12 12 12a a ia    

записан через вспомогательную комплексную переменную i     . 
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Подставляя (2.2.1а) в выражение для коэффициента коллективной экстинкции 

(2.1.9б), получим 

(1) sin( )
2 cos

sin( 1)
N

N

N
F I





                                      (2.2.2) 

Дадим некоторые пояснения к выводу формулы (2.2.1а). Уравнение (2.1.5) за-

писывается с помощью матрицы (1.8.30): 

 
 
 
1

1

N
jj

jj

j

A I I






                                        (2.2.3а) 

jj jj jjA a                                                 (2.2.3б) 

В приближении ближайших соседей 1 jj  матрица (2.2.3б) становится 

трехдиагональной ленточной матрицей Якоби (см. рис.2.2.1). Это позволяет 
 

1 

 

-a1,2 

 

0 0 0 0 0 

-a2,1 

 

1 -a2,3 0 0 0 0 

0 -a2,3 1 -a3,4 0 0 0 

       

0 0 0 0  1 -an-1,n 

0 0 0 0 0 -an,n-1 1 

Рисунок 2.2.1. – Схематическое изображение матрицы (2.2.3б).  

 

записать решение (2.2.3а) в виде 

 
 
 

1
112
1det

n
n

n

a
I I

A



                                        (2.2.4) 

Определитель трехдиагональной матрицы задаётся известной рекуррентной фор-

мулой 

1 1 1 2n n n n n nf d f c b f                                                  (2.2.5) 
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для 𝑛 > 1, 𝑓1 = 𝑑1, 𝑓0 = 1, 𝑓−1 = 0. Подстановка коэффициентов 𝑑1 = 𝛿11 − 𝑎11 =

1 − 0 = 1, 𝑑𝑛 = 𝛿𝑛𝑛 − 𝑎𝑛𝑛 = 1 − 0 = 1, 𝑐𝑛−1 = 𝛿𝑛,𝑛−1 − 𝑎𝑛,𝑛−1 = −𝑎12, 𝑏𝑛−1 =

𝛿𝑛−1,𝑛 − 𝑎𝑛−1,𝑛 = −𝑎12, даёт рекуррентную формулу 

2
1 12 2det det detn n nA A a A                                       (2.2.6) 

для вычисления знаменателя (2.2.4). Асимптотическое решение этого рекуррент-

ного соотношения имеет вид 

   2 4
12 12det 1 1nA n a O a                                        (2.2.7) 

Рекуррентное соотношение (2.2.6) для детерминанта (2.2.4) матрицы (2.2.3б) в 

приближении Якоби позволяет записать решение (2.2.1) при возбуждении край-

ней частицы цепочки.  

Если рассматривать первое и последнее уравнения (2.2.3а) как граничные усло-

вия для оставшихся 𝑁 − 2 уравнений, то решение уравнения (2.2.3а) совпадает с 

решением задачи Рэлея для осцилляций упругой струны [113]. Может показаться, 

что такое решение является стоячей волной токов в частицах цепочки. Однако, 

это не так. Физически выражение для токов (2.2.1а) описывает вперед и назад бе-

гущие волны с фазовой модуляцией амплитуды токов в 𝑗 − ой частице цепочки 

[А4]. Об этом свидетельствует фактор 
1( 1) j  , где 𝑗 – номер частицы. Чтобы по-

казать это явно, преобразуем (2.2.1а) к виду 

   
 

   1 1 11 1
1 2cos

sin 1 2

jj i N i Nij ijI e e e e
N i

  


        
        (2.2.8) 

или 

     1
1 e e

jj ij ij
N NI A B                               (2.2.9) 

где коэффициенты NA  и NB  имеют вид 

 
 

1 1
2cos ( 1)exp 1

sin 1 2
NA i N

N i
 


                                  (2.2.10a) 
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 
 

1 1
2cos exp 1

sin 1 2
NB i N

N i
 


                                    (2.2.10б) 

Легко показать, что сумма 

2cosN NA B                                                       (2.2.11) 

Равенство (2.2.1б) рассматривается далее как дисперсионное уравнение. Реше-

ние этого уравнения можно записать в виде 

 
1/2

2 2 2 2 2

12 12 12 122 2

12 12

1 1
2 1 (1 2 ) 4 (1 2 ) 4

4 4
ch a a a a

a a
                       (2.2.12а) 

 
1/2

2 2 2 2 2

12 12 12 122 2

12 12

1 1
2cos 1 (1 2 ) 4 (1 2 ) 4

4 4
a a a a

a a
                       (2.2.12б) 

 

 

Рисунок 2.2.2. – Иллюстрация к анализу решения (2.2.12) дисперсионного урав-

нения (2.2.1б). Мнимая часть параметра волнового взаимодействия соседних ча-

стиц равна нулю, 12 0a  . 

 

Проведём анализ соотношений (2.2.12). Результаты анализа иллюстрирует 

рис.2.2.2. Пусть мнимая часть параметра волнового взаимодействия соседних ча-

стиц равна нулю, 12 0a  . Формулы (2.2.12) упрощаются к виду 
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   

 

2 2

12 12
2

2

12

4 1 1 4
2

4

a a
ch

a


   
 


                             (2.2.13а) 

   

 

2 2

12 12
2

2

12

4 1 1 4
2cos

4

a a

a


   
 


                            (2.2.13б) 

Раскрываем модуль в формуле (2.2.13а) 

 
1222

1212

12

1 1
, 0.5

22

1 0, 0.5

или ch при a
aach

или при a







     

   

                       (2.2.14а) 

Аналогично для (2.2.13б) 

 

2

12

2

122

1212

2 cos 1, 0 0.5

2cos 1 1
cos , 0.5

22

или при a

или при a
aa

 




     


     
 

            (2.2.14б) 

Действительная часть параметра 12a  может стремиться к величине 12 0.5a    

справа 12 0.5 0a    , оставаясь в диапазоне 120.5 0a   , или слева 

12 0.5 0a    , когда 12 0.5a   . В первом случае верхние равенства (2.2.14) дают 

 
1

122ch a


  ,  . Аргумент гиперболического косинуса   изменяется в 

интервале 0    . На левом краю этого интервала, 0 , выражения 

(2.2.1а) для токов в частицах и коэффициента коллективной экстинкции (2.2.2) 

асимптотически принимают вид 

  1( 1) 2 1
1

j j j
I

N

  
   

 
                                 (2.2.15) 

1
2 1

1
NF

N

 
  

 
                                      (2.2.16) 

0 
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(а) (б) 

Рисунок 2.2.3. – (a) Расчет по асимптотической формуле (2.2.15) для точных ре-

зонансных условий 𝑎12 = −0.5 + 0𝑖 токов в частицах линейной цепочки из 𝑁 =
 2 × 105 плотно упакованных частиц при возбуждении первой частицы. Затуха-

ющие осцилляции амплитуд токов в частицах длинной цепочки частиц приводит 

к визуальному эффекту сплошь закрашенного треугольника; (б) детальное изоб-

ражение панели (а) (кривая 1) и огибающей для осциллирующей кривой 1 (кри-

вая 2 с символами (○)). 

 

На рис.2.2.3 приведены графики, иллюстрирующие формулу (2.2.15). Распределе-

ние токов в частицах цепочки представляет собой последовательные цуги токов с 

уменьшением максимальной амплитуды тока в цуге по мере увеличения номера 

частицы в цепочке. Огибающая цугов приведена на рис.2.2.3(б) в виде кривой 2 с 

символами (○). 

В случае стремления 12 0.5 0a     слева из нижних равенств (2.2.14) получим 

,  
1

12cos 2 a


   . Аргумент косинуса   изменяется в интервале 

0 / 2   . На левом краю 0  этого интервала из (2.2.1а) и (2.2.2) опять по-

лучаем формулы (2.2.15) и (2.2.16). В других случаях токи в цепочке экспоненци-

ально затухают с увеличением номера частицы 

     
1

1 exp 1
jj

I j 


                                                 (2.2.17) 

а коэффициент коллективной экстинкции стремится к единице 

0 
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1NF                                                            (2.2.18) 

Коллективный коэффициент экстинкции длинной цепочки, 𝑁 >>  1, согласно 

(2.2.16) равен не 1, а приблизительно 𝐹𝑁 ≈ 2, что свидетельствует о косвенном 

влиянии частиц с номерами 𝑗 >  1 на коллективный коэффициент экстинкции че-

рез влияние на самосогласованный ток в первой частице. Формула же (2.2.17) 

описывает экспоненциальное затухание ЭМ возбуждения вдоль цепочки. В этом 

случае коллективный коэффициент экстинкции (2.2.18) стремится к физически 

понятной величине, равной единице.  

В итоге, в случае резонанса 12 0a   , соответствующего дальнему распростра-

нению ЭМ возбуждения по цепочке частиц, дисперсионное уравнение (2.2.1б) да-

ет  

12 0.5a    ,        0   ,   
12

1

2
ch

a
 

                                  (2.2.19) 

12 0.5a   ,          
12

1
cos

2 a
 

  ,   0                                 (2.2.20) 

12 0.5a    ,          0   , 0                                                  (2.2.21) 

Равенство 12 0a  , согласно [114], соответствует частоте протекания в 

приближении взаимодействия ближайших соседей. С другой стороны, условие 

12 0a   имеет простой физический смысл. В системе из двух частиц (димере) 

могут быть возбуждены две собственные моды с комплексными собственными 

значениями 1,2 1,2 1,2 121i a       , т.е. 1 121 a   , 2 121 a   [Приложение 4]. 

Собственные частоты этих двух мод определяются из условия равенства нулю 

мнимой части собственных значений 1,2 0  , которое совпадает с условием 

12 0a  . 
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Таким образом, анализ решения дисперсионного уравнения (2.2.1б) показы-

вает, что равенства  и 12 0.5a    являются точным резонансным услови-

ем для моды дальнего распространения (12) (см рис.2.2.4). При малом отклоне-

нии мнимой части 12a  от нулевой величины кривые 1’, 2’ вблизи значения 

12 0.5a    на рис.2.2.4 сглаживаются. 

 

 

Рисунок 2.2.4. – Расчет (2.2.12) зависимости действительной (сплошные кривые 

1, 1’) и мнимой (пунктирные кривые 2, 2’) частей параметра  от действительной 

части параметра волнового взаимодействия  в случае точного резонансного 

условия  (кривые 1,2) и при 12 0.03a  . 

  

12 0a 



12a

12 0a 
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2.3 Оценка вклада дальних соседей 

В данном подразделе анализируется вклад дальних соседей в распространение 

ЭМ возбуждения по цепочке частиц. Запишем матрицу (2.2.3б) в виде разности 

jj
f

jj
n

jj AAA   )()(
                                              (2.3.1) 

где  

 n

jj jj jjA a     ,     1 jj                               (2.3.2а) 

 f

jj jjA a    ,  1j j                                             (2.3.2б) 

Подстановка в (2.1.5) дает 

       n j f j

jj j jjA I a A I


                                                     (2.3.3) 

Частичное решение уравнения (2.3.3) имеет вид 

               
1 1

j n n f j n f

jj j jj jjI A a A A I I I
 



                                       (2.3.4) 

Вектор 𝐼(𝑛)
, имеющий физический смысл токов, наведенных в частицах цепочки в 

приближении ближайших соседей, известен и задается уравнением (2.2.1а). Век-

тор 𝐼(𝑓), описывающий токи, наведенные в частицах цепочки при учёте только 

дальних соседей (не ближайших соседей), вычислим по теории возмущений. По-

ложим 
 n

jj jjA    и 
 n

I I  в (2.3.4), что даёт 

  ( )( )

1

nf
N

jj

jj

j j

I a I




 

                                                 (2.3.5) 

Теперь для относительного вклада в токи волнового взаимодействия дальних ча-

стиц цепочки можно записать выражение 

  

  

( ) ( )( ) ( )
1

1
f

n

n n

j N
j

jjj j
j j

I
a I

I I





 

                                          (2.3.6) 
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2.4 Возбуждение двух крайних частиц цепочки 

В данном разделе рассмотрен случай возбуждения крайних частиц с противо-

положных концов короткой цепочки. На рис.2.4.1 приведена схема такого воз-

буждения. В этом случае уравнение (2.1.5) необходимо решать с начальными  

 

 

Рисунок 2.4.1. – Схематическое изображение возбуждения двух крайних частиц 

цепочки. 

 

условиями вида   

 0

1 0lefta tE   , 
 0

0N righta tE   ,  1 0j Na      
 . Амплитуды 

«левой» и «правой»  возбуждающих волн произвольны. При этих начальных 

условиях решение (2.1.5) имеет вид 

( ) sin ( 1 ) sin1 1( 1) ( 1)
2cos sin ( 1) sin ( 1)

jI N j jj N

N N

 

  

     
 

                    (2.4.1) 

Полученное решение можно трактовать следующим образом: рассматривается 

случай синфазного возбуждения двух крайних частиц цепочки в предположении, 

что в эксперименте возбуждение будет проведено с помощью волноводов контро-

лируемой длины от одного источника. Отметим, что интерференционные эффек-

ты, приводящие к осциллирующему виду распределения тока в частицах длинной 

цепочки [65, A2] проявляются наиболее существенно в пространстве вокруг це-

почки частиц [14, 114]. Однако, в данной работе эта область пространства не ис-

следуется, т.к. целью является нахождение условий нулевых радиационных по-

терь моды. 
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2.5 Выводы к главе 2 

В данной главе сформулирована задача о распространении ЭМ возбуждения 

вдоль конечной 1,2, ,j N  линейной периодической цепочки металлических или 

диэлектрических частиц в немагнитной среде с постоянной диэлектрической про-

ницаемостью 0  и приведены основные уравнения для решения задачи. 

В приближении волнового взаимодействия ближайших соседей точное ре-

зонансное условие возбуждения неизлучающей моды дальнего распространения 

состоит в равенстве нулю мнимой части параметра парного взаимодействия ча-

стиц. 

Равенство нулю мнимой части параметра парного взаимодействия частиц 

имеет простой физический смысл. В системе из двух частиц (димере) могут быть 

возбуждены две собственные моды с комплексными собственными значениями. 

Собственные частоты этих двух мод определяются из условия равенства нулю 

мнимой части собственных значений, которое совпадает с условием равенства 

нулю мнимой части параметра парного взаимодействия частиц. 

Выведены уравнения, описывающие относительный вклад в токи волнового 

взаимодействия дальних частиц цепочки и описывающие токи, возникающие в 

случае возбуждения крайних частиц с противоположных концов короткой цепоч-

ки. 
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ГЛАВА 3. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДЛЯ ЦЕПОЧЕК КРЕМНИЕВЫХ 

И ЗОЛОТЫХ ЧАСТИЦ 

В данной главе приведены результаты численных расчетов по выведенным 

в предыдущей главе формулам.  

3.1 Формулы и величины параметров для численного расчета 

Начнем с расчета параметра волнового взаимодействия двух частиц 12a  с 

учетом частотной дисперсии диэлектрической проницаемости реальных материа-

лов частиц и сопоставления полученных численных результатов с резонансной 

кривой рис.2.2.3. Формулы (2.1.6б) и (2.1.6в) для 12a  запишем в виде 

12 2

12

1 1 exp( )
1

4

ix
a t i

x x r

 
   

 
                                    (3.1.1) 

где 0 12x k r . Амплитуда рассеяния уединенной частицы 
2

04t k    выражается 

через поляризуемость частицы 
3

0 ( )1(3 / 2 ) Mi k a  . где ( )1Ma   – парциальный коэффи-

циент рассеяния теории Ми.  

В рэлеевском пределе малых частиц 0 0k r  << 1  формула (3.1.1) претерпевает из-

менения только при расчете коэффициента Ми 

12 2

12

1
1

4

ix
Rayleigh Rayleigh i e

a t
x x r

 
   

 
                                (3.1.2а) 

где  
2

04Rayleigh

Rayleight k   ,      
( )1

3
0(3 / 2 )

M

Rayleigh
Rayleigh i k a                      (3.1.2б) 

и коэффициент Ми [П.2.5] имеет асимптотику, см. (П.2.10а) 

   
3

0 01

2 1

23

Rayleigh

M
a i r k






  


                                 (3.1.2в) 

Формулы (П.2.5) для расчета коэффициентов Ми приведены в Приложении 2. В 

Приложении 3 приведены графики частотной дисперсии коэффициента прелом-

ления и диэлектрической проницаемости металлов [119,120] и кремния [119] при 
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комнатной температуре. Дисперсия диэлектрической проницаемости при повы-

шенной температуре заимствована для кремния из работ [121,122], для золота из 

работы [123]. 

Для расчёта нормированных токов в частицах цепочки формулу (2.2.1а) преоб-

разуем к удобному для численных расчетов виду, выделяя явно действительную и 

мнимую части вспомогательной переменной i     ,  

   
   

( ) 1
exp( )exp( ) exp (2 2 ) exp (2 2 )

( 1) 2cos
1 exp 2( 1) exp 2 ( 1)

j j
j ij N j i N j

I
N i N

   


 


          

 
    

  (3.1.3) 

 

3.2 Результаты расчетов токов при возбуждении крайней частицы линейной 

цепочки частиц 

На рис.3.2.1(а,б) приведены результаты расчетов частотной зависимости дей-

ствительной и мнимой частей параметра волнового взаимодействия 𝑎12 двух ка-

сающихся Au частиц. Под касанием частиц понимаем нулевой зазор без физиче-

ского контакта [114]. Расчеты проведены по формуле (15) и в рэлеевском  

  
Рисунок 3.2.1 (а,б). – Расчет частотной зависимости действительной (кривые 

1 и 2) и мнимой (кривые 1’ и 2’) частей параметра волнового взаимодействия 

𝑎12 двух касающихся Au частиц по формуле (3.1.1) (сплошные линии 1 и 1’) 

и в рэлеевском приближении (3.1.2) (пунктирные кривые 2 и 2’) для частиц 
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радиусом 𝑟0 =20 (a) и 60 нм (б). Символами (+) и (*) помечены нулевые зна-

чения 𝑎” (на кривых 1’) и значения 𝑎’ (на кривых 1) при той же частоте соот-

ветственно.  

 

приближении. Из сопоставления сплошных и пунктирных кривых рис.3.2.1(а) и 

(б) видно, что приближение (3.1.2) хорошо описывает результат расчета (3.1.1) для 

малых частиц и дает значительное расхождение по мере их укрупнения. 

Символами (+) на кривых 1’ отмечено нулевое значение 𝑎”. В численных расчетах 

полагалось, что нулевое значение наступает при модуле величины меньшем 10-3. 

Для частиц радиусом 20 нм неравенство |𝑎”| < 10−3 выполняется при частоте 

12Im 0a   = 3.1136 × 1015 рад/сек (длина волны 
12Im 0a   = 0.605 μм). При этой 

частоте действительная часть параметра 12a  = - 0.17. Параметр Рэлея равен 𝑘0𝑟0 =

0.2077. При радиусе золотых частиц, равном 60 нм, таких частот две. Первая 

частота равна 
12Im 0a   = 3.3867 × 1015 рад/сек (длина волны 

12Im 0a   = 0.555 μм). 

Действительная часть параметра 12a  = - 0.45789. Параметр Рэлея равен 𝑘0𝑟0 =

0.67911. Для второй частоты (не показана на рис.3.2.1(б)) 
12Im 0a   = 12.062 ×

1015 рад/сек параметр 𝑘0𝑟0 = 2.4148, т.е. рэлеевское условие 𝑘0𝑟0 < 1 не 

выполняется, и поэтому такие частоты во внимание не принимаются. 

  
Рисунок 3.2.2(а,б). – Расчет (3.1.1) частотной зависимости действительной 

(сплошные кривые 1) и мнимой (пунктирные кривые 2) частей параметров 12a  
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(а) и   (б) для двух касающихся Si частиц радиусом 13 нм.  

 

 

На рис.3.2.2 приведены результаты численного расчета для Si сфер 

радиусом 13 нм. Символами (+) на рис.3.2.2(а) помечены нули 12a ; символами (*) 

– соответствующие им величины 12a . На рис.3.2.2(б) помечены (*) 

соответствующие значения   и  . Вертикальной стрелкой на рис.3.2.2(а,б) 

отмечено наиболее близкое к −0.5 значение 12a  . Для всех маркированных частот 

выполняется рэлеевское приближение 𝑘0𝑟0 < 1 при 𝑟0= 13 нм. Линейная частота 

ЭМ излучения (см. стрелки на рис.3.2.2(а,б)) обозначена как 
12Im 0a  . 

Аналогичные расчеты проделаны для различных размеров частиц ряда 

материалов по формуле (3.1.1). Результаты расчетов обобщены следующим 

образом: Для каждого радиуса частиц найдена из графиков, аналогичных 

Рис.3.2.1,3.2.2 частота волны 
12Im 0a  , при которой мнимая часть 12 0a  . Частота 

волны пересчитана в её длину в свободном пространстве 
12Im 0a  , и отложена на 

правой оси ординат графиков Рис.3.2.2. Соответствующая частоте 
12Im 0a   

величина действительной части 12a  найдена из графиков типа Рис.3.2.1, 3.2.2 и 

отложена на левой оси ординат графиков Рис. 3.2.3 и 3.2.4. 
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Рисунок 3.2.3 (а - д). – Действительная часть параметра волнового взаимодей-

ствия Re 𝑎12 двух соседних частиц (левая ось ординат, кривые 1) при условии 

нулевой мнимой части  |𝐼𝑚 𝑎12| < 10−3 и соответствующая частота 

𝜈0(𝐼𝑚 𝑎12 = 0) (а) или длина волны 𝜆0(𝐼𝑚 𝑎12 = 0) (правая ось ординат, кри-

вые 2) как функция радиуса сферических частиц Au (а,б), Ag (в), Al (г) и Cu 

(д).  

На рис.3.2.3, 3.2.4 приведены графики 12a  и 0  как функции радиуса сферических 

частиц димеров Au, Ag, Al, Cu и Si, рассчитанные по формуле (3.1.1) при условии 

12a  = 0. Это условие соответствует частоте протекания в приближении взаимодей-

ствия ближайших соседей работы [114]. Кривые 2 на рис.3.2.3, 3.2.4 (см. правую 

ось ординат) показывают немонотонную зависимость длины волны ЭМ поля от 

радиуса частиц, для которой выполняется условие 12 0a  .    
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Рисунок 3.2.4 (а,б). – Данные для димера Si сферических частиц. См. под-

пись к рис.3.2.2. 
 

Наиболее отрицательные величины 12a  и соответствующие им радиусы частиц и 

частоты обозначены на рис. 3.2.3, 3.2.4 черными кружками в случае металлов и 

треугольниками в случае кремния. Эти частоты приведены в таблице 3.2.1.  

 

Таблица 3.2.1. – Радиусы сферических частиц ряда материалов, действительные 

части параметра 𝑅𝑒 𝑎12 , частоты 𝜈𝑟𝑒𝑠,12 , длины ЭМ волн 𝜆𝑟𝑒𝑠,12, которым соот-

ветствуют символы (●) на рис.3.2.3 и (▲) на рис.3.2.4, , а также плазменные ча-

стоты объемных металлов. 

Материал Радиус 

сферы, 

нм 

𝑅𝑒 𝑎12 𝜈𝑟𝑒𝑠,12 , ТГц 𝜆𝑟𝑒𝑠,12, 

мкм 

𝜈𝑝𝑙, ТГц 

Au 76 - 0.509 496.5817 0.6037 206.8 [124] 

217.5 [125-127] 

Cu 84.67 - 0.48069 0.46864 0.6397 211.8 [128] 

191.399 [125-127] 

Ag 54.44 - 0.4923 0.657 0.4563 232.1 [124] 

217.5 [125-127] 

Al 18 - 0.5395 1.65997 0.1806 370.0 [124] 

356.984 [125-127] 

Si 

 

68 - 0.452 606.444 0.4943  
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Частоты и длины волн с нижним индексом «res,12» соответствуют наиболее 

близкие к резонансным условиям 𝐼𝑚 𝑎12 = 0 и 𝑅𝑒 𝑎12 → −0.5. Принимая во вни-

мание данные одного источника [124] частотной дисперсии диэлектрической 

проницаемости Au, Ag и Al, можно заметить, что резонансный размер частиц 

уменьшается с ростом плазменной частоты металла.  

 

 

Рисунок 3.2.5. – Расчет зависимости действительной (сплошная кривая 1 и сим-

вол (○)) и мнимой (пунктирная кривая 2 и символ (Δ)) частей параметра 𝜗 от дей-

ствительной части параметра волнового взаимодействия  в случае точного ре-

зонансного условия  (кривые 1,2 рис.2.2.3) и при использовании частотной 

зависимости Au для расчета параметра 𝑎12 димера из двух плотно упакованных 

частиц Au. График приведен в [65]. 

На рис.3.2.5 величины 𝑅𝑒 𝑎12 , рассчитанные для разных радиусов частиц 

Au, и соответствующие им величины действительной и мнимой частей параметра 

𝜗  нанесены на кривые рис. 2.2.3. Как видно из рис.3.2.5 величина 𝑅𝑒 𝑎12 < −0.5, 

𝜗′ ≈ 0.07,  𝜗" ≈ 10−6, что соответствует формулам (2.2.20). ЭМ возбуждение рас-

пространяется вдоль цепочки частиц согласно формулам (2.2.15) и (2.2.16) при 

𝜗′ → 0 (см. рассуждения ниже формулы (2.2.16)).  

Рис.3.2.6 иллюстрирует результаты расчета токов (3.1.3) для цепочки плот-

но упакованных сферических частиц Au радиусом 76 нм (см. Таблицу 3.2.1). Как 

12a

12 0a 
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(а) 
 

(б) 

 
(в) 

 
(г) 

Рисунок 3.2.6. – Расчет (3.1.3) действительной (а), (б) и мнимой (в), (г) частей то-

ка в линейной цепочке из 2×105 плотно упакованных Au частиц радиусом 76 нм 

при возбуждении первой частицы излучением с частотой 𝜈𝑟𝑒𝑠,12 = 496.5817  ТГц 

(𝜆𝑟𝑒𝑠,12 = 0.6037  мкм) (см. Таблицу 3.2.1). Панели (б) и (г) представляют более 

детальное изображение действительной (б) и мнимой (г) частей токов в первых 

45 частицах цепочки. Пунктирная кривая 1 на панели (б) – это огибающая токов. 

 

видно из рисунка, при частоте 𝜈𝑟𝑒𝑠,12 = 496.5817  ТГц (оранжевый свет) происхо-

дит резонансно дальнее распространение ЭМ возбуждения по цепочке Au частиц. 

Аналогичные результаты наблюдаются для частиц из Ag, Al, Cu, но другого ради-

уса и при других частотах (см. Таблицу 3.2.1). Для сравнения на рис.3.2.7 приве-



69 

дены токи в Au частицах той же цепочки, но при плазменной частоте ЭМ возбуж-

дения. 

 

 

Рисунок 3.2.7. – Расчет (3.1.3) действительной части тока в линейной цепочке 

плотно упакованных Au частиц радиусом 76 нм при возбуждении первой частицы 

ЭМ излучением с частотой, равной плазменной частоте 𝜈𝑟𝑒𝑠,12 = 206.8  ТГц [124] 

объёмного золота (см. Таблицу 3.2.1).  

 

Из рис.3.2.7 видно, что при возбуждении первой частицы ЭМ излучением с ча-

стотой, равной плазменной частоте 𝜔𝑝𝑙 = 12.9936 × 1015 рад/сек объемного зо-

лота, ток затухает на первых трех частицах 𝑅𝑒 𝐼(3) = 0.3 %.  

Рис.3.2.8 показывает, что амплитуда тока в некоторой частице цепочки зависит 

от числа частиц в цепочке. Для примера, на Рис.3.2.9 показана зависимость тока в  
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(а)  

 

(б)  

 

(в)  
 

(г)  

Рисунок 3.2.8. – Расчет (3.1.3) токов в линейной цепочке из 5 (a), 10 (б), 25 (в) 

и 30 (г) плотно упакованных Au частиц радиусом 76 нм (см. подпись рис. 

3.2.6). Действительная (кривая 1, символ (●)) и мнимая (кривая 2, символ (○)) 

части тока рассчитаны по формуле (3.1.3). Кривая (1', символ (□)) - расчет по 

асимптотике (2.2.15).  
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1-й и 2-й частицах цепочек разной длины. Отметим, что, согласно формуле 

(2.2.2), коллективный коэффициент экстинкции равен нормированному току в 

первой  

 

(а)  

 

(б)  

Рисунок 3.2.9. – Расчет (3.1.3) действительной части тока в первой (a) и вто-

рой (б) частицах линейной цепочки плотно упакованных Au частиц радиусом 

76 нм (см. подпись рис. 3.2.6) в зависимости от полного числа частиц 𝑁. 

 

частице цепочки. Зависимость величины тока в первой частице цепочки появля-

ется не только из расчетов по формуле (3.1.3), но и из расчетов по формуле (2.2.2). 

На рис.3.2.10 и 3.2.11 представлены расчеты коллективного коэффициента экс-

тинкции (2.2.2) и сечения экстинкции (2.1.9а) цепочек разной длины, вплоть до 
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(а)  

 

(б)  

Рисунок 3.2.10. – (а) Расчет (2.2.2) коллективного коэффициента экстинкции  

линейной цепочки плотно упакованных Au частиц радиусом 76 нм (см. под-

пись рис. 3.2.6) в зависимости от длины цепочки; (б) детализация кривой на 

панели (а) для короткой цепочки. Пунктирная кривая - асимптотика (2.2.16).  

 

 

 104 частиц Au. Из рис.3.2.10(а) видно, что максимальное значение равное 𝐹𝑁 =

17 достигается в цепочке из 116 частиц. Т.к. коллективный коэффициент экс-

тинкции – это и амплитуда нормированного тока в первой частице цепочки 

(2.2.2), то ток в первой частице достигает максимальной величины в цепочке из 

116 частиц. Таким образом, рис.3.2.10 показывает, что ток в первой частице це-

почки 𝐼(1) зависит от числа частиц в цепочке 𝑁.  
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(а)  

 

(б)  

Рисунок 3.2.11. – (а) Расчет (2.1.9а) нормированного коллективного сечения 

экстинкции линейной цепочки плотно упакованных Au частиц радиусом 76 

нм (см. подпись рис. 3.2.6) в зависимости от длины цепочки; (б) детализация 

кривой на панели (а) для короткой цепочки.  

 

 

Рис. 3.2.11 показывает, что нормированное коллективное сечение экстинкции 

цепочки Au частиц изменяется от 0.5 до 24. Учитывая, что первая частица цепоч-

ки определяет сечение коллективной экстинкции через самосогласованные токи 

во всех частицах цепочки, можно заключить, что цепочки, состоящие из 𝑁 =  82 

или 299 частиц, имеют сечение, как если бы они состояли только из только 24 

(максимальное значение на рис. 3.2.11б) или 0.12 (минимальное значение на рис. 

3.2.11б) частиц, соответственно. Заметим, что число 0. 12 соответствует сечению 

экстинкции уединенной частицы 𝑄𝑒𝑥𝑡,1 = 0.073 мкм2 (геометрическое сечение 

сферы с радиусом 76 нм равно 0.018 мкм2). 
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Рисунок 3.2.12. – Расчет зависимости действительной (сплошная кривая 1 и сим-

волы (○) для Au и (●) для Si) и мнимой (пунктирная кривая 2 и символы (∇) для 

Au и (▼) для Si) частей параметра 𝜗 от действительной части параметра волново-

го взаимодействия  в случае точного резонансного условия  (кривые 1,2 

рис.2.2.4 и 3.2.5) и при использовании частотной зависимости Au (○, ) и Si (●,▼) 

для расчета параметра 𝑎12 димера из двух плотно упакованных частиц Au или Si. 

График приведен в [А2]. Более детально содержание раскрыто на рис.3.2.15. 

 

Рис. 3.2.12 повторяет рис.3.2.5 в части результатов для частиц Au, но с до-

бавлением результатов расчетов для частиц Si. Символы (○,∇) и (●,▼) представ-

ляют зависимость действительной и мнимой частей переменной 𝜗 от действи-

тельной части параметра волнового взаимодействия 12a  частиц Au и Si, соответ-

ственно. Как видно из рис. 3.2.4 c увеличением радиуса частиц Si действительная 

часть параметра 12a  стремится к -0.5 справа 𝑎′12 → −0.5 + 0, оставаясь в диапа-

зоне −0.5 < 𝑎′
12 < 0. Наименьшая величина 𝑎′

12 = −0.452 соответствует радиу-

су частиц Si в 68 нм при частоте 𝜈𝑟𝑒𝑠,12 = 606.444 ТГ. Однако, типичные значения 

𝜗′ ≈ 10−6 и 𝜗" ≥ 0.456 показывают, что выполняется только одно условие даль-

него распространения ЭМ возбуждения, а именно 𝜗′ → 0 (2.2.21). Рис. 3.2.13(а) 

12a 12 0a 
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показывает, что большая величина 𝜗" ≥ 0.456 приводит к экспоненциальному за-

туханию токов в частицах по асимптотике (2.2.17).  

(а) 
 

(б) 

Рисунок 3.2.13. – (а) Расчет (3.1.3) действительной (кривая 1, символ (●)) и 

мнимая (кривая 2, символ (○)) части тока в линейной цепочке плотно упако-

ванных Si частиц радиусом 68 нм при возбуждении первой частицы излуче-

нием с частотой 𝜈𝑟𝑒𝑠,12 = 606.444  ТГц [124] (см. Таблицу 3.2.1). Кривая 3 с 

символами (□) - расчет по асимптотике (2.2.17). (б) Расчет (2.2.2) действи-

тельной части коллективного коэффициента экстинкции для той же цепочки в 

зависимости от её длины. 

 

 

Из рис. 3.2.13(б) видно, что ток в первой Si частице перестает зависеть от дли-

ны цепочки уже для цепочек из нескольких частиц, т.к. 𝐹𝑁 = 𝐼(1) (2.2.2).  

Проанализируем отличие волноводных свойств цепочек сферических частиц Si 

и Au. Во-первых, уединенные Si и Au сферические частицы поддерживают резо-

нанс Ми, что является условием для возникновения оптического волновода на 

связанных резонаторах [15]. Сравним рассчитанные резонансные частоты воз-

буждения цепочки частиц и спектральную зависимость сечения рассеяния оди-

ночных сфер Au и Si, рассчитанных на основе теории Ми [68] в практической  
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Рисунок 3.2.14. – Расчет [129] частотной зависимости нормированного (на гео-

метрическое сечение) сечения рассеяния сферической частицы Au радиусом 76 

нм (кривая 1) и частицы Si радиусом 68 нм (кривая 2). Стрелками обозначены ре-

зонансные частоты для частицы Au и Si.  

 

реализации G. Baffou (код MatLab) [129]. Как видно из рис.3.2.14 нормированное 

сечение рассеяния сферической частицы Au радиусом 76 нм (кривая 1) имеет ши-

рокий максимум на частоте около 530 ТГц, в пределах которого находится резо-

нансная частота 𝜈𝑟𝑒𝑠,12(𝐴𝑢, 𝑟0 =  76 нм) = 496.6 ТГц. Резонансная частота Si ча-

стицы 𝜈𝑟𝑒𝑠,12(𝑆𝑖, 𝑟0 =  68 нм) = 606.4 ТГц тоже находится в полосе электрическо-

го дипольного резонанса (правый из двух пиков на кривой 2 рис.3.2.14). Резо-

нансная частота, как описано выше, соответствует наиболее близкому к величине 

−0.5 численному значению действительной части параметра волнового взаимо-

действия соседних частиц 𝑎′
12 = −0.452. Этой величине 𝑎′

12 соответствуют чис-

ленные значения 𝜗′ ≈ 10−6 и 𝜗" = 0.456 (рис.3.2.15а). Заметим, что если сдвинуть 

ча-стоту от резонансного значения, то спад токов в частицах Si цепочки будет еще 

более сильным. Например, частоте 530 ТГц (рис.3.2.14, кривая 2), равной частоте  
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(а) 

 
(б) 

Рисунок 3.2.15. – Детальное представление результатов, приведённых на рис. 

3.2.12. Расчет (3.1.3) частотной зависимости действительной части параметра 

волнового взаимодействия пары частиц (кривая 1, панели (а) и (б)), мнимой ча-

сти вспомогательного параметра 𝜗′(пунктирная кривая 2, панель (а)), радиуса 

сферических частиц Si (пунктирная кривая 2, панель (б)).  

 

 

магнитного дипольного резонанса частицы Si, соответствует радиус частицы 80 

нм (рис.3.2.15б), более дальняя от −0.5 величина 𝑎′
12 = −0.450 , того же порядка 

как и ранее величина 𝜗′ ≈ 10−6 и большая величина 𝜗" = 0.467, которая и даст 

более быстрый спад амплитуды токов в частицах согласно асимптотике (2.2.17). 

Во-вторых, с точки зрения эффективности дискретных волноводов обычно счита-

ется, что потери энергии моды в Si в несколько раз меньше, чем в металле [130]. 

Рисунок 3.2.16 показывает, что на резонансной частоте мнимая часть диэлектри-

ческой проницаемости мала как у Si (𝜀" = 0.64), так и у Au (𝜀" = 0.93). Это об-

стоятельство является первым условием дальнего распространения ЭМ возбужде-

ния, установленного численным методом в [16,131]. Второе условие [132] состоит 

в отрицательности величины действительной части диэлектрической проницае-

мости материала частиц. Из рис.3.2.15 видно, что это условие выполняется только 

для Au.  
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Рисунок 3.2.16. – Более детальное изображение частотной зависимости рис. П3.3 

диэлектрической проницаемости Au (кривые 1’и 2’) и Si рис. П3.7 (кривые 1, 2) в 

области резонансных частот для Au и Si частиц. 

 

Отрицательная действительная часть диэлектрической проницаемости Au и 

воздушное окружение цепочки Au частиц обуславливают передачу ЭМ энергии 

вдоль цепочки периодически расположенных частиц посредством распространя-

ющихся поверхностных плазмонных мод [133]. При этом электрическое поле рас-

пределено практически вне частиц цепочки в случае поляризации, перпендику-

лярной к оси цепочки, как это показано численно для цепочек наночастиц Ag [14] 

и Au [63,64,134]. Напротив, электрическое поле локализовано внутри частиц це-

почек Si [130], что и обуславливает увеличение потерь энергии моды. 

До сих пор распространение возбуждения по линейной цепочке частиц рас-

сматривалось в приближении взаимодействия ближайших соседей. Формулы 

(2.3.5) и (2.3.6) раздела 2.3 позволяют оценить вклад дальних взаимодействий ча-

стиц цепочки. На рис.3.2.17 представлены результаты расчетов по формулам 

(3.1.3) и (2.3.5) действительной части нормированных токов в частицах плотно-

упакованной цепочки Au сфер радиусом 76 нм при возбуждении крайней частицы 

поляризованным ЭМ излучением с резонансной частотой 496.5817 ТГц. На 
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рис.3.2.17(а) и 3.2.17(б) приведены токи в начале и конце цепочки из 2 × 105 ча-

стиц. Токи, рассчитанные в приближении ближайших соседей, изображены на  

  

Рисунок 3.2.17. – Расчет по формулам (3.1.3) и (2.3.5) действительной части 

нормированных токов в частицах плотноупакованной цепочки Au сфер радиу-

сом 76 нм при возбуждении крайней частицы поляризованным ЭМ излучением 

с резонансной частотой 496.5817 ТГц (см. рис. 3.2.6(а)): взаимодействие бли-

жайших соседей 𝐼(𝑛)(𝑗) (○) и с учетом дальних частиц 𝐼(𝑛)(𝑗) + 𝐼(𝑓)(𝑗) (●).   

 

рис.3.2.6 (а). Как видно из этих графиков взаимодействие дальних частиц обу-

славливает уменьшение амплитуды токов по сравнению с учетом только взаимо-

действия ближайших соседей.  

Отношение токов, возбуждаемых в частицах цепочки с учетом дальних и ближ-

них соседей, рассчитанное по формуле (2.3.6), представлено на рис. 3.2.18 и 

3.2.19. На рис.3.2.19 приведено детальное изображение распределения отношения 

токов в начале и конце цепочки. Отрицательная величина отношения токов 

𝐼(𝑓)(𝑗)/𝐼(𝑛)(𝑗) (рис.3.2.18) показывает противоположный по знаку вклад в токи 

ближних и дальних полей. Вклад дальних полей практически не зависит от номе-

ра частицы в цепочке за исключением осциллирующего характера вклада на кра-

ях цепочки (рис. 3.2.19).  
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Рисунок 3.2.18. – Расчет по формуле (2.3.6) отношения действительной (кривая 1) 

и мнимой (кривая 2) частей токов, обусловленных волновым взаимодействием 

дальних 𝐼(𝑓)(𝑗) и ближних 𝐼(𝑛)(𝑗) соседей, в частицах плотноупакованной цепочки 

Au сфер радиусом 76 нм при возбуждении крайней частицы поляризованным ЭМ 

излучением с резонансной частотой 496.5817 ТГц.  

 

Приведённые результаты расчетов показывают, что перенос энергии вдоль 

цепочки частиц в основном определяется взаимодействием ближайших соседей и 

лишь незначительно количественно модифицируется взаимодействиями за 

(а) (б) 

Рисунок 3.2.19. – Детальное изображение начальной и конечной областей це-

почки рис.3.2.18.  
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пределами ближайших соседей. Аналогичный результат был получен в работах 

[18,135]. В [135] на примере цепочки димеров теоретически показано, что взаи-

модействие между ближайшими соседями ухватывает физику проблемы возбуж-

дения излучающих и темных плазмонных мод в линейной цепочке частиц. Учёт 

взаимодействий за пределами ближайших соседей лишь незначительно количе-

ственно модифицирует дисперсионный закон для плазмонов (рис. 8 в [135]). Эта 

же проблема обсуждается численно и экспериментально в [18]. 

 

  



82 

3.3 Приближенный способ расчета параметра волнового взаимодействия 

соседних частиц цепочки 

В данном разделе рассмотрен приближенный способ расчета параметра 

волнового взаимодействия частиц цепочки (2.2.1б) в резонансном режиме 12 0a  . 

Комплексный параметр волнового взаимодействия ближайших частиц задается 

соотношением 

12 12 12 0 ( )tra a ia t G x    ,                                             (3.3.1) 

Здесь 0
trG  – поперечная к оси двух частиц составляющая скалярной функции Гри-

на свободного пространства  

   1 2
0 ( ) 1 exp( ) / 4trG x ix x ix x                                     (3.3.2) 

где 0 12x k r , 12r  – расстояние между центрами двух частиц.  

 

Выделим действительную 12 0 0

tr tra t G t G       и мнимую 12 0 0

tr tra t G t G       

части параметра волнового взаимодействия частиц. В резонансном режиме 12 0a   

и, следовательно, 0 0/tr trt t G G     . Подставляя последнее равенство в выражение 

для 12a  и используя оптическую теорему  
2

0 / 6t k t    [68], получим 

 12 0 06 / tra k G  . Подстановка (3.3.2) в полученное соотношение приводит к 

формуле 

   2 2 1

122 / 3 cos( ) 1 sin( )a x x x x x                             (3.3.3) 

Асимптотику  12a x  при малых величинах аргумента получим разложением три-

гонометрических функций в правой части (2.2.17) в ряд 

   
 

2( 1) 2
2

12

2

1 3 2
1 1

4 2 2 ! 2 1 2 1

n
n

n

x n x
a x x

n n n

 



 
       

   
            (3.3.4) 

Например, учет только первого члена ряда в (3.3.4) дает 



83 

2 4
12

1 1
( ) 1

2 5 80
a x x x

n
    

                                       (3.3.5) 

 

 

Рис. 3.3.1. – Расчет зависимости действительной части параметра волнового вза-

имодействия двух сферических частиц от величины 0 12k r : кривая 1 – точная фор-

мула (3.3.3), 2 – формула (3.3.4). 

 

На рис. 3.3.1 приведено сопоставление расчетов по формулам (3.3.3) и 

(3.3.4). В расчетах удерживался первый (см. формулу (3.3.5)) и 10 первых членов 

ряда в правой части (3.3.4). Результаты приближенных расчетов приведены толь-

ко для одной кривой 2, т.к. отличаются на 0.2% и на графике совпадают. Расчеты 

по точной (3.3.3) и приближенной (3.3.4) формулам отличаются не более чем на 

0.4% для малых величин 0 12 1k r  .  
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Рис. 3.3.2. – Расчет зависимости действительной части параметра волнового вза-

имодействия двух сферических частиц Au от величины 0 12k r  при условии 12 0a  : 

(а) кривая 1 – формула (3.3.5), 2 – формула (3.3.1). 

 

Сопоставим расчеты 12a  по точной формуле (3.3.1) и приближенной фор-

муле (3.3.5) на примере димера с 12 02r r , образованного двумя касающимися Au 

частицами. Расчет по формуле (3.3.1) проводился с учетом частотной дисперсии 

диэлектрической проницаемости Au [119 и Приложение 3]. Результаты расчетов 
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Рис. 3.3.3 – Расчет (3.3.1) величины радиуса Au частицы (левая ось ординат, 

кривая 1) и длины ЭМ волны ,12r  (правая ось ординат, кривая 2), произведение 

которых дает значение 0 12k r . 

 

представлены на рис.3.3.2, на котором кривая 1 совпадает с кривой 2 на рис.3.3.1. 

На рис.3.3.2 видно, что в области значений 0 12 1.73k r   кривые 1 и 2 совпадают. 

Однако величина 0 12k r  не определяет соответствие радиуса частицы 0r  и длины 

ЭМ волны ,12r , резонансной для этого радиуса. Последнее означает, что для вы-

деленного радиуса частицы на длине волны ,12r  выполняются два условия 

12 0a   и 12 0.5a  . Соответствие 0r  и ,12r  приведено на рис.3.3.3. Согласно 

рис.3.3.3, значению параметра 0 12 1.73k r   соответствует длина волны ,12r  = 0.75 

мкм. Частотная дисперсия диэлектрической проницаемости золота (рис.3.3.4) 

объясняет совпадение кривых 1 и 2 в правой части рис.3.3.2. Напомним, что кри-

вая 1 рис.3.3.2 рассчитана по формуле (3.3.4), выведенной с помощью оптической 

теоремы, т.е. без учета поглощения энергии волны в частицах. В то же время, 

длине волны 0.75 мкм соответствует минимум на спектральной зависимости 

мнимой части диэлектрической проницаемости золота, который по величине ме-
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нее единицы. Малое поглощение на этой длине волны и обуславливает совпаде-

ние кривых 1 и 2 на рис.3.3.2. 

 

Рис. 3.3.4. – Зависимость действительной (кривая 1, левая ось ординат) и 

мнимой частей (кривая 2, правая ось ординат) диэлектрической проницаемости 

золота [119 и Приложение 3] от длины ЭМ волны, для которой выполняется усло-

вие 12 0a  . 

Частотная зависимость параметра волнового взаимодействия частиц рас-

считана по формуле (3.3.1) для ряда радиусов сферических частиц Au. Далее из 

дисперсионного уравнения (2.2.1б) найдена вспомогательная переменная  . Дей-

ствительная и особенно мнимая части этой переменной позволяют определить 

длины волн ,12r , которые возбуждают слабо затухающие токи и для которых 

приблизительно выполняются резонансные условия 12 0.5 0.5%a     и 
3

12 10a   . 

Сплошная кривая 1 на рис.3.3.5 изображает эти значения ,12r . Две вертикальные 

стрелки показывают границы сплошной кривой 1. Вне этих границ условия 

12 0.5 0.5%a     и 
3

12 10a    одновременно не выполняются. Символ (●) на 

рис.3.3.5 указывает на длину волны ,12r   0.603 мкм, распространяющуюся вдоль 

цепочки из 2×105 частиц Au радиусом 76 нм (длина цепочки 3 см) [65]. Пунктир-
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ная кривая 2 на рис.3.3.5 представляет результаты расчета 12 0.5 0.5%a     при 

точном равенстве 12 0a   по формуле (3.3.4) с использованием тех же значений ра-

диусов частиц и длин волн. Как видно из совпадения кривых на рис.3.3.5 прибли-

женная формула (3.3.4) хорошо описывает точные результаты.  

 

 

Рис. 3.3.5. – Соответствие ,12r  и 0r  для частиц Au, согласно данным рис.3.3.1 при 

приближенном выполнении резонансных условий 12 0.5 0.5%a     и 3

12 10a    (кри-

вая 1). Расчет 12 0.5 0.5%a     при 12 0a   по формуле (3.3.4) с использованием тех 

же значений радиусов частиц и длин волн (пунктирная кривая 2). (●) – длина вол-

ны ,12r   0.603 мкм, распространяющаяся вдоль цепочки из 2×105 частиц Au ра-

диусом 76 нм (длина цепочки 3 см) [65]. 

 

Однако, стоит отметить, что по формуле (3.3.4) невозможно оценить точ-

ность соблюдения резонансных условий, во многом задаваемых частотной дис-

персией материала частиц. Аналогичные результаты наблюдаются в расчетах для 

Al, Ag и Cu. 
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3.4 Результаты расчетов токов при возбуждении крайних частиц с двух 

концов линейной цепочки Si частиц 

В данном разделе представлены численные результаты расчетов токов, про-

веденные согласно уравнению (2.4.1) для периодической цепочки N кремниевых 

наночастиц для резонансной частоты 𝜔𝑟,12(𝑆𝑖, 68 𝑛𝑚). Напомним методику поис-

ка резонансной частоты, представленную в разделе 3.2 (таблица 3.2.1). Численные 

расчеты показывают, что первое условие 𝑎12
″ = 0 выполняется при нескольких ча-

стотах. Среди этих частот, выбирается только так частота, при которой соответ-

ствующее значение 𝑎12
′  лежит ближе всего к значению −0.5. Например, это значе-

ние равнялось 𝑎12
′ ≈ −0.45 при радиусе частиц 𝑟0(𝑆𝑖) = 68 нм. Эта резонансная 

частота обозначается как 𝜔𝑟,12(𝑆𝑖, 𝑟0 = 68 𝑛𝑚) = 3.8104×1015 рад/с (𝜈𝑟,12(𝑆𝑖) = 

606.4 ТГц, длина волны в вакууме 𝜆𝑟,12(𝑆𝑖) = 494.3 нм, 𝜀(𝑆𝑖) = 18.74 + i 0.64). 

Стоит отметить, что в случае золотых частиц значение коэффициента 𝑎12
′  значи-

тельно ближе к −0.5 с резонансной частотой равной 𝜔𝑟,12(𝐴𝑢, 𝑟0 = 76𝑚) = 

3.120101×1015 рад/с (𝜈𝑟,12(𝐴𝑢) = 496.5817 ТГц) (см. таблицу 3.2.1). 

Рассмотрим результаты численных вычислений нормированных токов со-

гласно уравнению (2.4.1) в периодической цепочке, состоящей из N кремниевых 

частиц, возбуждаемых с частотой 𝜔𝑟,12(𝑆𝑖, 68 𝑛𝑚). Для полноты картины, начнем 

с результатов для золотой цепочки частиц [А1, A3].  

На рисунке 3.4.1 [А3] представлены полосы пропускания в спектре цепочек 

из близко расположенных сферических частиц, длина которых ограничена числом 

Nf = 100 и 2×105 частиц (рисунки 1(a) и 1(b) соответственно). Полосы пропуска-

ния были рассчитаны на основе уравнения (2.2.1а) на ранее указанной частоте 

𝜔𝑟,12(𝐴𝑢, 𝑟0 = 76𝑚). 
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Рисунок 3.4.1. – Вычисленная согласно (3.1.3) частотная зависимость длины Nf 

прозрачных цепочек из золотых частиц, с радиусом частиц равным 76 нм. Кривые 

означают, что электромагнитное возбуждение первой частицы распространяется 

через все первые Nf частиц цепочки в заданной полосе частот. При этом макси-

мальная амплитуда тока в последней частице подчиняется неравенству 

( ) (1)
max max/ 0.1 0.01jI I   . Вставка: схематическое изображение возбуждения электромаг-

нитным пучком левой частицы линейной цепочки. 

 

Как видно из рисунка 3.4.1, в отличие от большого числа отдельно стоящих 

полос пропускания в спектре относительно коротких цепочек частиц (рисунок 

3.4.1(a)), длинная цепочка обладает только одной узкой полосой пропускания со 

спектральной шириной 200 МГц вокруг резонансной линейной частоты 𝜈𝑟,12 (ри-

сунок 1(b)) [А3]. Полоса пропускания цепочки из Nf = 100 частиц значительно 

шире и составляет 0.955 ТГц (рисунок 1(b)). В то же время, в отличие от цепочек 

плотноупакованных золотых частиц, дальний перенос электромагнитной энергии 

вдоль длинных цепочек плотноупакованных кремниевых частиц не наблюдается 

(рисунок 3.4.2). Это различие объясняется изменениями в резонансном условии 

для параметра связи частиц, рассмотренного нами ранее (раздел 3.2). 
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Рисунок 3.4.2. – Расчет (3.1.3) действительной (кривая 1, символ (●)) и мнимой 

(кривая 2, символ (○)) части тока в j-ой Si частице цепочки из N = 14 частиц ради-

усом 68 нм, в случае возбуждения с одного конца цепочки излучением с частотой 

𝜈𝑟𝑒𝑠,12 = 606.444  ТГц . 

 

Рисунок 3.4.3 иллюстрирует поведение действительной части токов, воз-

буждаемых внутри цепочки кремниевых частиц в случае одинаковых амплитуд 

двух падающих пучков /  = 1. Легко видеть, что возбуждение крайней ча-

стицы цепочки спадает уже на первых нескольких частицах. Данный факт исклю-

чает возможность взаимодействия возбуждений в случае облучения другого конца 

цепочки. Поэтому, далее бы будем рассматривать более короткие цепочки кремни-

евых частиц. 

 

(0)

rightE (0)

leftE
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Рисунок 3.4.3. – Действительные токи, возбуждаемые в  j-ой кремниевой частице 

цепочки из N = 20 частиц в случае возбуждения двух крайних частиц с двух сто-

рон электромагнитными пучками равной амплитуды /  = 1. Вставка: схема-

тическое изображение возбуждения электромагнитным пучком двух последних 

частиц линейной цепочки. 

 

На рисунках 3.4.4 и 3.4.5 обобщаются результаты численных исследований 

уравнения (2.4.1) для цепочек из кремниевых сфер длиной до 15 частиц. Эти рас-

четы основаны на резонансных параметрах, упомянутых в начале текущего разде-

ла. 

На рисунке 3.4.4 показано влияние амплитуды пучка, возбуждаемого в левой 

части цепочки на токи в последней частице на противоположном конце. Прозрач-

ные и закрашенные символы соответствуют четному или нечетному числу частиц 

в цепочках различной длины. 

 

(0)

rightE
(0)

leftE
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Рисунок 3.4.4. – Действительные токи, возбуждаемые в крайней правой частице 

для цепочек, состоящих из 8 (кривая 1,  ), 9 (кривая 1’,▼), 10 (кривая 2, ○), 11 

(кривая 2’,●), 12 (кривая 3, ∆), 13 (кривая 3’, ▲), 14 (кривая 4, □) и 15 (кривая 4’, 

■) кремниевых частиц в зависимости от увеличения амплитуды падающего ЭМ 

поля в крайней левой частице с 1 до 100 при фиксированном значении ампли-

туды в крайней правой частице  .  

 

Сравнение кривых с прозрачными и закрашенными символами (рис. 3.4.4) 

показывает, что возбуждение в левой части цепочки ведет к росту амплитуды тока 

в правой части в случае, если число частиц в цепочке четное. Обратная зависи-

мость наблюдается в случае нечетного числа частиц в цепочках. Кроме того, мож-

но заметить, что чем длиннее становится цепочка, тем меньшее влияние оказыва-

ется на крайнюю правую частицу цепочки. 

 

  

(0)

leftE

(0)

rightE
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Рисунок 3.4.5. – Действительные токи, возбуждаемые в частице под номерами j = 

3 (кривая 1) и 5 (кривая 2) в случае цепочки длиной N = 10 Si кремниевых частиц 

для j = 5 (кривая 3) в случае N = 9 частиц, при различном соотношении амплитуд 

двух падающих пучков / . 

 

Рисунок 3.4.5 демонстрирует, что в случае специально подобранного числа 

частиц в цепочке, величины токов, возбуждаемых в частицах, зависят от соотно-

шения амплитуд падающих пучков линейным образом. Следовательно, такие це-

почки наночастиц могут быть использованы в качестве полностью оптических 

компараторов ЭМ сигнала. Изменение геометрической формы частиц в данном 

случае ведет к изменению функции Грина в представленных ранее выкладках (см. 

уравнение (2.1.6в)). Таким образом, эффект компаратора должен сохраняться и 

для частиц другой формы, например, цилиндрических, которые могут быть легко 

изготовлены в рамках существующей КМОП-технологии.  

На практике, крайние частицы цепочки могут возбуждаться двумя внешни-

ми оптическими волокнами, а ток, возбуждаемый в частицах, может быть измерен 

с использованием эффекта генерации возбуждаемых плазмонами горячих элек-

тронов [136]. Величина измеряемого тока в компараторе будет линейно связана с 

отношением амплитуд двух сигналов, возбуждаемых в разных краях цепочки.  

(0)

leftE (0)

rightE
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Кроме того, можно утверждать, что данная техника обработки оптических 

сигналов лучше масштабируется и встраивается в кремниевую технологию в 

сравнении с методом четырехволнового смешения [137]. Рассмотрим подробнее 

возможную конструкцию компаратора. На рисунке 3.4.6 представлена блок-схема 

оптического компаратора. 

 

Рисунок 3.4.6. – Блок-схема ФИС оптического компаратора. 

 

Излучение вводится в систему двумя внешними оптическими волокнами, 

при этом одно из волокон дополнено фазовращателем с целью создания синфаз-

ных сигналов на противоположных концах цепочки. В случае реализации компа-

ратора в виде ФИС оптические волокна могут быть заменены планарными волно-

водами с TE-модой распространения ЭМ сигнала, а фазовращатель может быть 

реализован в виде линии задержки или легированной области волновода с изменя-

емым под действием приложенного поля показателем преломления. Топология 

возможной ФИС оптического компаратора представлена на рисунке 3.4.7. 
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Рисунок 3.4.7. – Эскизная топология оптического компаратора. Слева и 

справа – волноводы с информационными сигналами для сравнения. Змееобразная 

структура представляет из себя линию задержки для корректировки фазы входно-

го сигнала. Черной рамкой выделена непосредственно область оптического ком-

паратора из 10 кремниевых частиц. 

 

Предложенная на рисунках 3.4.6 и 3.4.7 конфигурация может быть исполь-

зована в виде блока сравнения сигналов (блока оптического квантования) в фо-

тонном аналого-цифровом преобразователе (далее – ФАЦП) [138]. В литературе 

[139] выделяется 4 класса ФАЦП: 

1) с оптической поддержкой;  

2) с оптической дискретизацией и электронным квантованием;  

3) с электронной дискретизацией и оптическим квантованием; 

4) с оптической дискретизацией и оптическим квантованием. 

При этом, полностью оптические схемы (пункт 4) сталкиваются с рядом трудно-

стей при миниатюризации [140], т.к. оптическое квантование чаще всего реализу-

ется различными нелинейными методами (в том числе методом четырехволнового 

смешения), малосовместимыми с технологией кремниевой фотоники.  
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3.5 Выводы к главе 3 

Аналитическое исследование комплексного параметра волнового взаимодействия 

соседних частиц показало, что темная мода дальнего распространения, возбужда-

емая перпендикулярно поляризованным светом в линейной конечной цепочке 

сферических металлических частиц с дипольным взаимодействием ближайших 

соседей, отсутствует в цепочке частиц ряда диэлектрических материалов. 

 Численно показано, что, в отличие от металлических частиц, в случае 

цепочки частиц из кремния выполняется только одно из двух условий дальнего 

распространения электромагнитного возбуждения вдоль цепочки. В частности, на 

резонансной частоте моды дальнего распространения мнимая часть диэлектриче-

ской проницаемости кремния мала. Второе условие – отрицательная величина 

действительной части диэлектрической проницаемости, не выполняется. При по-

ложительной величине действительной части диэлектрической проницаемости, 

электрическое поле возбуждения локализовано в основном в объеме кремниевых 

частиц, что и обуславливает быстрое затухание возбуждения. 

Ближние и дальние поля дают противоположный по знаку вклад в токи в 

металлических частицах цепочки. В частности, дальние волновые поля вносят 

вклад порядка 20% в токи проводимости в частицах и порядка 33% в токи поля-

ризации в частицах золота (Au). Вклад дальних соседей в распространение элек-

тромагнитного возбуждения по цепочке металлических частиц практически не за-

висит от номера частицы в цепочке, за исключением осциллирующего характера 

вклада на краях цепочки. На конце цепочки взаимодействие дальних частиц обу-

славливает уменьшение амплитуды токов по сравнению с учетом только взаимо-

действия ближайших соседей. 

В разделе 3.3 предложен приближенный метод расчета частоты резонансной 

моды, распространяющейся по линейной цепочке частиц без рассеяния в окружа-

ющее пространство и затухающей только за счет истинного поглощения в мате-

риале частиц. Метод состоит в исследовании параметра волнового взаимодей-
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ствия соседних частиц. В резонансном случае выведена приближенная формула 

для этого параметра. Показано, что выведенная приближенная формула справед-

лива только для частот электромагнитного излучения на которых мнимая часть 

диэлектрической проницаемости материала частиц имеет локальный минимум, 

близкий к нулю, при отрицательной величине действительной части. 

В разделе 3.4 предложен принцип функционирования цепочки частиц в ре-

жиме оптического компаратора. В частности, установлен характер зависимости 

токов, наведенных в короткой цепочке кремниевых частиц, от отношения ампли-

туд электрического поля в двух пучках электромагнитного излучения, возбужда-

ющих крайние частицы цепочки. 
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ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ 

В заключении кратко сформулируем основные результаты и выводы, полученные 

в рамках данной диссертационной работы: 

 

1. Аналитическое исследование комплексного параметра волнового взаимодей-

ствия соседних частиц показало, что неизлучающая мода дальнего распро-

странения, возбуждаемая перпендикулярно поляризованным светом в линей-

ной конечной цепочке сферических металлических частиц с дипольным взаи-

модействием ближайших соседей, отсутствует в цепочке частиц ряда полу-

проводниковых и диэлектрических материалов. 

2. Численно показано, что, в отличие от металлических частиц, в случае цепочки 

частиц из кремния выполняется только одно из двух условий дальнего распро-

странения электромагнитного возбуждения вдоль цепочки. В частности, на ре-

зонансной частоте моды дальнего распространения мнимая часть диэлектри-

ческой проницаемости кремния мала (менее единицы). Второе условие – от-

рицательная величина действительной части диэлектрической проницаемости, 

не выполняется. При положительной величине действительной части диэлек-

трической проницаемости, электрическое поле возбуждения локализовано в 

основном в объеме кремниевых частиц, что и обуславливает быстрое затуха-

ние возбуждения. 

3. В приближении волнового взаимодействия ближайших соседей точное резо-

нансное условие возбуждения неизлучающей моды дальнего распространения 

состоит в равенстве нулю мнимой части параметра парного взаимодействия 

частиц.  

4. Равенство нулю мнимой части параметра парного взаимодействия частиц 

имеет простой физический смысл. В системе из двух частиц (димере) могут 

быть возбуждены две собственные моды с комплексными собственными зна-

чениями. Собственные частоты этих двух мод определяются из условия ра-

венства нулю мнимой части собственных значений, которое совпадает с усло-
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вием равенство нулю мнимой части параметра парного взаимодействия ча-

стиц. 

5. Ближние и дальние поля дают противоположный по знаку вклад в токи в ме-

таллических частицах цепочки. В частности, дальние волновые поля вносят 

вклад порядка 20% в токи проводимости в частицах и порядка 33% в токи по-

ляризации в частицах Au.  

6. Вклад дальних соседей в распространение электромагнитного возбуждения по 

цепочке металлических частиц практически не зависит от номера частицы в 

цепочке за исключением осциллирующего характера вклада на краях цепочки. 

На конце цепочки взаимодействие дальних частиц обуславливает уменьшение 

амплитуды токов по сравнению с учетом только взаимодействия ближайших 

соседей.  

7. Разработан приближенный метод расчета частоты резонансной моды, распро-

страняющейся по линейной цепочке частиц без рассеяния в окружающее про-

странство и затухающей только за счет истинного поглощения в материале ча-

стиц. Выведена приближенная формула для параметра волнового взаимодей-

ствия соседних частиц. Сопоставление с результатами точного расчета пока-

зало, что приближенная формула справедлива только для длин волн электро-

магнитного излучения, на которых мнимая часть диэлектрической проницае-

мости материала частиц имеет близкий к нулю минимум при отрицательной 

действительной части. 

8. Предложен механизм функционирования цепочки частиц в режиме оптиче-

ского компаратора. В частности, установлен характер зависимости токов, 

наведенных в короткой цепочке кремниевых частиц, от отношения амплитуд 

электрического поля в двух пучках электромагнитного излучения, возбужда-

ющих крайние частицы цепочки. 
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СПИСОК СОКРАЩЕНИЙ И УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ 

ФИС – фотонная интегральная схема; 

ИС – интегральная схема; 

ЭМ – электромагнитный; 

IRDS – International Roadmap for Devices and Systems; 

Low-k 

диэлектрики 

–класс материалов, у которых диэлектрическая проницаемость 

меньше, чем у классического SiO2 

ППП (SPP) – поверхностный плазмон-поляритон (surface plasmon-polariton) 

CROW – Coupled Resonator Optical Waveguide 

TDDB – time-dependent dielectric breakdown  

DWDM – Dense Wavelength Division Multiplexing 

КНИ (SOI) – Кремний-на-изоляторе (silicon on insulator) 

TE-мода 
– поляризованная волна с вектором электрического поля E, перпен-

дикулярным плоскости падения 

TM-мода 
– поляризованная волна с вектором электрического поля E, парал-

лельным плоскости падения 

ММЦ (MZM) – модулятор Маха-Цендера (Mach Zehnder modulator) 

AWG – arrayed waveguide grating 

FSR – free spectral range 

МШГ 

(WGM) 
– моды «шепчущей галереи» (whispering gallery modes) 

Уравнение 

ЛШ 
– уравнение Липмана-Швингера 

КС – квази-сепарабельный 

УБИС (ULSI) – Ультрабольшая интегральная схема (Ultra Large Scale Integration) 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

УПРОЩЕНИЕ Т-ОПЕРАТОРА РАССЕЯНИЯ В СЛУЧАЕ МАЛЫХ 

СФЕРИЧЕСКИХ ЧАСТИЦ 

Применим КС Т-оператор (1.8.24) к описанию рассеяния на уединенной одно-

родной сферической частице радиуса 𝑟0 в свободном пространстве. Выберем ба-

зис в виде векторных магнитных 𝑀⃗⃗ 𝑒(𝑜)𝑚𝑛(𝑘) и электрических 𝑁⃗⃗ 𝑒(𝑜)𝑚𝑛(𝑘) сфери-

ческих гармоник в сферической системе координат 𝑟, 𝜗, 𝜑. Здесь индексы «𝑒» и 

«𝑜» обозначают четные и нечетные сферические гармоники, соответственно, а 𝑚𝑛 

- индексы сферических гармоник. Аргумент 𝑘 =  (𝜔/𝑐)𝜀̂1/2 обозначает волновое 

число внутри сферической частицы. Введём мультииндексы 𝑝̂ = 𝑀⃗⃗ 𝑒(𝑜)𝑚𝑛(𝑘)  или  

𝑁⃗⃗ 𝑒(𝑜)𝑚𝑛(𝑘) и далее будем записывать базисные функции как 𝑡 𝑝̂(𝑟 ) или 𝑡 𝑞̂(𝑟 ).  

В [65] показано, что генерирующую матрицу в правой части (1.8.24) 

mgnrtrt
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можно преобразовать к интегралу по объёму Ω и поверхности Σ сфериче-

ской частицы 
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где вектор 
(0)

ˆ( ) ( ) ( )pp r G r r t r   . Интегрирование (П1.2) приводит к диаго-

нальной матрице с мультииндексами 𝑝̂ = 𝑀⃗⃗ 𝑒(𝑜)𝑚𝑛(𝑘)  или  𝑁⃗⃗ 𝑒(𝑜)𝑚𝑛(𝑘) 

qppqp ˆˆ

)0(

ˆ

)0(

ˆˆ                     (П1.3) 

Штрихованные гармоники относятся к штрихованной сферической системе 

координат 𝑟′, 𝜗′, 𝜑′.  Подставляя (П1.3) в (1.8.24) получим для T- оператора рассе-

яния выражение 
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Обозначение  A B  расписывается как         1 2 1 2,A B r r A r B r 
  .  

Элементы диагональной матрицы 
(0)
p̂

  могут быть записаны в терминах коэф-

фициентов рассеяния Ми 𝑎𝑛, 𝑏𝑛, 𝑐𝑛, 𝑑𝑛 и билинейной функции, составленной из 

сферических векторных волновых функций. Обозначим билинейный функционал 

(𝑘0, 𝑘) сферических векторных волновых функций на сфере объемом Ω  
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Здесь введена вспомогательная матрица 
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)( n
 – функция Риккати-Бесселя. Далее получаем формулы для диаго-

нальных элементов матрицы 
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Можно показать, что существуют простые соотношения между коэффици-

ентами рассеяния и пропускания Ми 
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T- оператор рассеяния (П1.4) может быть записан в виде суммы «электриче-

ской» и «магнитной» частей при индексе n = 1, который соответствует электриче-

скому диполю ( ) 1e o mN  и электрическому полю магнитного диполя ( ) 1e o mM  (возмож-

ны угловые части четных электрических  01e
N  ,  11e

N  и магнитных ( )01eM  , ( )11eM  

гармоник и нечетных гармоник  11o
N  ,  ( )11oM )  

(0) (0) (0)( , ) ( , ) ( , )electr magnT r r T r r T r r              (П1.10) 

В случае малых сферических частиц радиуса 𝑟0, таких что  𝑘0𝑟0 ≪ 1 и 𝑘𝑟0 ≪ 1 , 

получим 

(0) 2

0

(0)

( , ) 4 ( ) ( ) ,

( , ) 4 ( ) ( ) ( ) ( )

electr

magn

T r r k r r I

T r r r r I

   

   

  

       
                    (П11) 

где 
1

3

0 )2/3( aki  и 1

3

0 )2/3( bki  - электрическая и магнитная поляризуемость сфе-

рической частицы соответственно.  
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2  

РАСЧЕТ КОЭФФИЦИЕНТОВ МИ 

 

Разработка эффективных методов численного расчета коэффициентов Ми 

имеет достаточно длинную историю (см., например, [115, 116]). Коэффициенты 

Ми рассчитываются по формулам  

                      (П.2.1а) 

                              (П.2.1б) 

где )(zj
n

, )(zy
n

 и  это сферические функции Бесселя. Штрих обозначает про-

изводную по аргументу в скобках; длина волны в среде с действительным коэф-

фициентом преломления 
, 0b bn n   равна . Два параметра теории Ми 

обозначены как 02 /s bx r   и  , где /s bm n n . Комплексный коэффициент 

преломления материала сферы  связан с диэлектрической проницаемо-

стью материала сферы i      формулами [117] 

,           (П.2.2а) 

                                            (П.2.2б) 

где    удельная электрическая проводимость материала сферы.  

Коэффициенты рассеяния (П.2.1) можно несколько упростить, введя функции 

Риккати-Бесселя  и   

                                  (П.2.3а) 
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                               (П.2.3б) 

Заметим, что  и  исчезают при . Так и должно быть - когда частица 

исчезает, исчезает и рассеянное поле. Для устранения производных  and  

в численных расчетах коэффициентов рассеяния удобно ввести логарифмическую 

производную  и используя рекуррентные соотношения 

 ,                          (П.2.4) 

переписать (П.2.3) в виде 

                                 (П.2.5а) 
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Логарифмическая производная удовлетворяет рекуррентным соотношениям 
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 ,                        (П.2.6) 

Действительно 
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В пределе  коэффициенты Ми (П.2.5) принимают вид [82] 
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В приближении Рэлея для малых сфер   для первых коэффициентов из-
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Рекуррентные соотношения для сферических функций Бесселя первого )(zj
n

 , 

второго )(zy
n

 и третьего (функции Ханкеля) )()()()2,1( ziyzjzh
nnn

  рода 



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
)2,1(,, nnnn

hyjG  имеют вид [118] 

,          (П.2.11) 

Например, для нулевого и первого порядков 
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,                                (П.2.13) 

Функции Ханкеля имеют асимптотики [68] для уходящей 

                                    (П.2.14) 

и приходящей 

                                     (П.2.15) 

сферической волны.  

Аналогичные рекуррентные соотношения известны для сферических функций 

Риккати-Бесселя [118] 
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,           ,                       (П.2.17) 

,              (П.2.18) 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3 

ЧАСТОТНАЯ ДИСПЕРСИЯ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ПРОНИЦАЕМОСТИ 

МАТЕРИАЛА ЧАСТИЦ 

На рис. П3.1 приведены графики частотной дисперсии действительной 𝑛’ и 

мнимой 𝑛” частей комплексного показателя преломления Au в зависимости от 

энергии фотонов по данным таблиц [119]. На рис. П3.2 приведены графики 

частотной зависимости диэлектрической 

 
 

Рисунок П3.1. – Действительная 𝑛′ (левая панель) и мнимая 𝑛" (правая па-

нель) части показателя преломления Au в зависимости от энергии фотонов от 

0.1 до 30 эВ [119]. 

 

проницаемости Au   , пересчитанной по формулам  и 

.  

i     2 2n n    

2n n  
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Рисунок П3.2. – Действительная (левая панель) и мнимая (правая панель) ча-

сти диэлектрической проницаемости Au. 

 

На рис.П3.3 более детально показан частотный диапазон видимого света.  

(а) (б) 

(в) 
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Рисунок П3.3. – Действительная (а) и мнимая (б) части диэлектрической про-

ницаемости Au в видимом диапазоне частот ЭМ излучения. Цифрами поме-

чены диапазоны красного (1), оранжевого (2), желтого (3), зеленого (4), сине-

го (5) и фиолетового цвета видимого ЭМ излучения. На панели (в) символами 

(●) отмечена действительная и мнимая части диэлектрической проницаемо-

сти Au при резонансной частоте (см. Таблицу 3.2.1). 

 

На рис.П3.4 – П3.6 приведены зависимости диэлектрической проницаемости 

Au, Ag и Al от длины волны ЭМ излучения.  

 

Рисунок П3.4. – Действительная (1) и мнимая (2) части диэлектрической проница-

емости Au в зависимости от длины волны ЭМ излучения.  
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Рисунок П3.5. – Действительная (1) и мнимая (2) части диэлектрической проница-

емости Ag в зависимости от длины волны ЭМ излучения.  

 

На рис. П3.7 приведена зависимость диэлектрической проницаемости Si 

от частоты ЭМ излучения. 

 

Рисунок П3.6. – Действительная (1) и мнимая (2) части диэлектрической проница-

емости Al в зависимости от длины волны ЭМ излучения.  
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Рисунок П3.7. – Действительная (1) и мнимая (2) части диэлектрической проница-

емости Si в зависимости от частоты ЭМ излучения. Символами (▲) отмечена дей-

ствительная и мнимая части диэлектрической проницаемости Si при резонансной 

частоте (см. Таблицу 3.2.1). 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 4 

СОБСТВЕННЫЕ МОДЫ ДИМЕРА 

Алгебраическая система уравнений для самосогласованных токов 

     (2.1.5) 

для димера имеет вид 

{
𝐼(1) − 𝑎12𝐼

(2) = 𝑎1

𝐼(2) − 𝑎21𝐼
(1) = 𝑎2

      (П.4.1) 

или 

(
1 −𝑎12

−𝑎21 1
) (𝐼

(1)

𝐼(2)
) = (

𝑎1

𝑎2
)      (П.4.2) 

,где 𝑎21 = 𝑎12 . Детерминант и решение системы даются соотношениями 

𝑑𝑒𝑡 (
1 −𝑎12

−𝑎21 1
) = 1 − 𝑎12

2    (П.4.3) 

𝐼(1) =
1

1−𝑎12
2
|
𝑎1 −𝑎12

𝑎2 1 | =
𝑎1+𝑎12 𝑎2

1−𝑎12
2

    (П.4.4) 

𝐼(2) =
1

1−𝑎12
2 |

1 𝑎1

−𝑎12 𝑎2
| =

𝑎2+𝑎12 𝑎1

1−𝑎12
2

    (П.4.5) 

 

Задача нахождения собственных мод и собственных значений формулиру-

ется как: 

{
𝐼(1) − 𝑎12𝐼

(2) = 𝜆𝐼(1)

𝐼(2) − 𝑎21𝐼
(1) = 𝜆𝐼(2)

       (П.4.6) 

Решение ищем в блоховском виде 

𝐼(2) = 𝑝𝐼(1)       (П.4.7) 

Подстановка (П.4.7) в (П.4.6) даёт 

1 − 𝑎12𝑝 = 𝜆, 𝑝 − 𝑎12 = 𝜆𝑝      (П.4.8) 

Умножим второе уравнение на 𝑝 

𝑝2 − 𝑎12𝑝 = 𝜆𝑝2       (П.4.9) 

   

1 1

N N
j j

j jj

j j j

I a a I




  

  
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Соотношение (П.4.9) совпадает с первым соотношением в (П.4.8)  

при 𝑝2 = 1 или 𝑝 = ±1. Следовательно:  

𝑝 = +1 ,    𝐼(2) = 𝐼(1) ,  1 − 𝑎12 = 𝜆1   (П.4.10а) 

𝑝 = −1 ,    𝐼(2) = −𝐼(1) ,  1 + 𝑎12 = 𝜆2   (П.4.10б) 

Таким образом, димер имеет две собственные моды и два собственных зна-

чения 

(𝐼(1)
1, 𝐼

(2)
1) = (1,1) , 𝜆1 = 1 − 𝑎12                                   (П.4.11а) 

(𝐼(1)
2, 𝐼

(2)
2) = (1,−1) , 𝜆1 = 1 + 𝑎12                                  (П.4.11б) 


